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Vorwort zur dritten Auflage.

Mein Ziel war auch bei der dritten Auflage, ein modernes Buch uber
Dufferentialgleichungen zu schreiben, ein Werk also, das neben den un-
erlaBlichen Elementen die Dinge bevorzugt, denen man heutzutage in
erster Linie Geschmack abgewinnen durfte.

Fiir die neue Auflage habe ich es mir besonders angelegen sein lassen,
Druckfehler und sonstige Unstimmigkeiten zu beseitigen, die leider der
zweiten Auflage noch anhafteten. Uberall, wo mir das Wiederlesen des
eigenen Buches, 3 Jahre nach dem Erscheinen der zweiten Auflage, den
Eindruck erweckte, daB die Darstellung noch nicht zur restlosen Klar-
heit gediehen sei, habe 1ch getrachtet, bessernd die Hand anzulegen.

In manchem Betracht hat es die fortschreitende Wissenschaft er-
laubt, andere Wege der Darstellung zu gehen So habe ich die Rand-
wertprobleme bei gewéhnlichen Differentialgleichungen 1m Gefolge
emer hochst verdienstvollen Arbeit des Herrn PRUFER neu dargestellt.
Auch einiges habe 1ch neu aufgenommen, so z. B einen AbriB der Lie-
schen Theorte, den POINCAREschen Wiederkehrsatz, die asymptotische
Integration. An anderen Stellen habe ich wenigstens durch Verwei-
sungen auf neuste Literatur den Leser in Beziehung zu dem Wachstum
der Wissenschaft zu setzen gesucht Denn nicht jeder auch erhebliche
Fortschritt laBt gleich eine Darstellung 1m Rahmen eimnes voraus-
setzungslosen und dazu noch umfangbeschrankten Lehrbuchs zu

Méchte das Wohlwollen, das der Verfasser sich bemuhte, seinen
Lesern zu bezeugen, einen freundlichen Widerhall finden

Berlin, Marz 1930
L. BIEBERBACH.
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Einleitung.
Unter einer gewdhnlichen Differentialgleichung versteht man eine

Beziehung
dy dzy aryN
f(on 82, T2 L 52 =0
zwischen einer Funktion y (x) einer Variablen x, einer Anzahl von Ab-
leitungen dieser Funktion und der Veranderlichen x. Wenn Ableitungen
bis zur #n-ten Ordnung einschlieBlich vorkommen, so spricht man von
einer Differentialgleichung n-ter Ordnung. So ist z. B

eine Differentialgleichung erster Ordnung.
a’y ay
Zw T2, Ty=0

dagegen ist emne Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Benennung
Ordnung bezieht sich auf die Héchstordnung der vorkommenden Ab-
leitungen und ist nicht mit dem fur einige Differentialgleichungen zu
erkldrenden Begriff des Grades zu verwechseln. Wir werden z. B.

oder
ay 2.
iz T%y=0
linear oder vom ersten Grad nennen, weil links lineare Funktionen

von y' = g;y und vy stehen. Das Adjektiv gewdhnlich bezieht sich darauf,

daB es sich um Funktionen ¥ (x) einer Variablen x handelt. Es setzt
diese Differentialgleichungen in Gegensatz zu den partiellen, bei wel-
chen es sich um Funktionen von zwei oder mehr Variablen handelt

So ist z. B.
oz oz
% Tay &
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung.

Es kann auch vorkommen, daB ein System von mehreren Dif-
ferentialgleichungen fiir mehrere Funktionen oder auch fiir eine Funk-
tion eimer oder wmehrerer Variablen vorgelegt ist. Immer aber ist die

BIEBERBACH, Differentialgleichungen 8. Aufl. 1



2 Einleirtung

Aufgabe der Theorie darin zu sehen, die Eigenschaften derjenigen
Funktionen zu ermitteln, welche einer vorgelegien Diffeventialgleichung
oder einem System von Differentialgleichungen gemvigen. Am ndchsten
liegt es, einen expliziten Ausdruck fir diese Funktionen zu suchen Schwie-
viger ist es, herauszubekommen, wie der [fumkiionentheoretische Cha-
vakter, also z. B. der Verlauf des Kurvenbildes der losenden Funkiionen,
von den Eigenschaften der Differentialgleichung abhdngt und aus den-
selben bestimmit werden kamn. Es evhebt sich die Frage, wie unter meh-
reven Losungen eine mit gegebenen Eigenschaften zu finden ist, es handelt
sich darum, den mnumerischen Verlauf einer als vorhanden erkannten
Lésung zu finden, und viele dhnliche Aufgaben werden der Theorie
vom mathematischen Gribelgeist, vom Interesse des physikalischen,
chemischen, astronomischen oder technischen Praktikers gestellt. Allen
diesen allerverschiedensten Awufgaben muf eine T heorie der Differential-
gleichungen Rechnung tragen. Sie hat die Awufgaben zu FRlassifizieren
und die Mittel zu 1hrer Bewaltigung bereitzustellen, so daf jeder Spezial-
fall dann nur noch eine mehr oder weniger grofle Eimzelarbeit vevlangt.

Unsere nachste Aufgabe wird es sein, die einfachsten Differential-
gleichungen erster Ordnung zu untersuchen. Sie sollen von der Form

6 22 —fx,y)

sein. Dabei sei f (», y) in einem gewissen Bereich der x-y-Ebene als
eindeutige und stetige Funktion gegeben?.

Unter einer Losung oder einem Initegral einer Differentialgleichung

verstehen wir irgendeine der

x4 Differentialgleichung  genu-

gende, also differenzierbare

~~
/ Y Funktion. Ihr geometrisches
/ T~ \ Bild heiit Integralkurve.
/ T~ AN Wir wollen uns an Hand
/ / ne \ \ \ einer geometrischen Deutung

N zunachst eine ungefahre Vor-
} z  stellung uber die zu erwarten-
\ \ N_L~” /s / den Ergebnisse verschaffen.

\ ~ | - V% Dasgeometrische Bild einer
AN / gewohnlichen Differentialglei-

N ~ 4 - P chung erster Ordnung (1) ist
—_— ‘l— - ein Tangentenfeld. Die Diffe-

Abb. 1 rentialgleichung erlaubt es

- namlich, in jedem Punkt des

1 Wegen der Begriffe ,, Bereich* und ,,stetige Funktion von zwei Variablen‘
vgl man z. B memen Leitfaden der Differentialrechnung, 3 Aufl, auf S 115
und auf S 116
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Definitionsbereiches von f(x, ¥) die Ableitung der gesuchten Funktion
und damit die Tangente der gesuchten Kurve zu bestimmen. Wir
kénnen uns dieselbe in jedem Punkt durch ein Geradenstiick mar-
kiert denken?'. Abb. 1 veranschaulicht das Tangentenfeld der Differential-
gleichung
2)

_ x
=~

Man kann naturlich nicht in jedem Punkt, aber doch in einigen,
die Richtung markieren und so schon eine gewisse Vorstellung iiber
den Verlauf der Losungen erlangen. Man kann dazu in irgendeinem
Punkt des Bereiches beginnen und von da ein Stiick Weges der dort
vorgeschriebenen Tangente entlang bis zu einem Nachbarpunkt gehen.
Man wird dort wieder der dort
vorgeschriebenen Tangente fol- |y
gen? bis zu einem Nachbar-
punkt, dort wieder zu der ver-
anderten neu vorgeschriebenen
Tangente ubergehen usw. So /_
bekommt man etwa das Bild
der Abb 2. Man wird so durch
jeden Punkt des Bereiches vor- Abb 2
aussichtlich emne Kurve finden
Gegen diese Uberlegung kann man einwenden, daB man ja eigentlich
schon sofort nach dem Verlassen des ersten Punktes die Tangente
andern muBte, nicht erst nach einer Weile, wenn anders die gefundene
Kurve #berall die vorgeschriebenen Tangenten besitzen soll Doch kann
man sich mit der — spater durch einen bundigen Schluf3 zu bestitigen-
den — Vorstellung trosten, daB3 man sicher eine gewisse Annaherung
an die wirkliche Lésungskurve erhalten wird, wenn man nur nie zu
lange emn und dieselbe Richtung einhalt Eine gewisse Stiitze kann ja
auch diese Hoffnung schon vorlaufig in emner Reminiszenz aus der
Integralrechnung finden Betrachten wir namlich die Differential-
gleichung

&;l&‘
R

so haben wir es gerade mit der Grundaufgabe der Integralrechnung
zu tun, und wir wissen, daB8 dort tatsdchlich die Naherungskurven bei

1 Den Inbegriff etnes Punktes und eines durch ithn gehenden Geradenstuckes,
also analytisch das Zahlentripel (¥, ¥, ”) nennen wir Linienelement.

2 Es konnte zweifelhaft sein, in welcher der beirden moglichen Richtungen
man die Tangente 1m neuen Punkt zu verfolgen hat Indessen ist es doch klar,
daB man so vorgehen wird, daB8 die eingeschlagenen Richtungen sich halbwegs
stetig aneinanderrethen. Nimmt man auf diese Vorschrift Rucksicht, so kann
man be1 genugend kleinen Schritten mie im Zweifel sein, wie man weitergehen wird.

1%
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fortgesetzter Verfeinerung des Verfahrens gegen das Integral konver-
gieren. Die einzelnen Naherungen sind ja weiter nichts, als die geo-
metrischen Bilder der Naherungssummen, welche man bei der De-
finition des bestimmten Integrales zu benutzen pflegt. Ersetzt man
niamlich die Kurve des Integranden durch ein Treppenpolygon und
zeichnet die Integralkurve dieses Treppenpolygons, so halt diese ge-
rade in den einzelnen Teilintervallen je eine feste Richtung ein. Diese
bei der ,,graphischen Integration benutzten Kurven sind es, die als
einfacher Spezialfall dessen auftreten, was wir auch bei den Differential-
gleichungen antreffen. (Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Integralrech-
nung, 3. Aufl. S. 50/52.)

Wir wollen aus unserer Uberlegung die Vermuwiung entnehmen,
daf duvch jeden Punkt unseves Bereiches gemau eine Integralkurve der
Differentialgleichung gehen wmupB, oder analytisch ausgedviickt, daf es
genau eine der Diffeventialgleichung gemiigende differenzierbare Funkiion
vy (%) gibt, die fur x = x, den gegebenen Wert y = yo annimmt, voraus-
gesetzt, daf der Pumkt mit den Koordinaten x4, Yy, dem gegebemen Be-
reiche angehdrt, in welchem [ (x, y) gewrsse noch naher anzugebende Eigen-
schaften bestitzt.

Wir wenden uns nun dazu, in einigen Fallen auf einem ersten pri-
mitiven Wege die Losungen einer vorgelegten Differentialgleichung
wirklich alle anzugeben. Wir werden dann stets das eben Gefundene
bestitigt finden, wie denn auch fuir

ay
E—f(x)
durch

y=f]‘(§)d§+yo

diejenige Losung gegeben ist, welche bei x = %y, den Wert y = y, be-
sitzt.

Man kann sich auch in dem vorhin gewdhlten Beispiel der Dif-
ferentialgleichung (2), losgelost von jeder allgememen Methode?, leicht
davon tberzeugen, daB unsere Vermutung zutrifft. Denn da die Inte-

gralkurve den Punkt (x, y) mit der Steigung — —:7- passiert, mul3 ihre

Tangente nach den Regeln der analytischen Geometrie auf der Ver-
bindungsgeraden dieses Punktes mit dem Koordinatenursprung? senk-
recht stehen. Da sie also in jedem ihrer Punkte den auch durch diesen
Punkt gehenden im Koordinatenursprung zentrierten Kreis beruhrt,

1 Wir werden bald emme solche auf diese Differentialgleichung anwendbare
Methode kennen lernen

2 Thre Steigung ist i-}- , so dafB das Produkt der beiden Steigungen tatsich-
Iich — 1 st
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so sind die Kreise Kurven, welche iiberall die verlangte Tangente be-
sitzen. Durch
3) 22+ 2 =212
miissen also Ldsungskurven dargestellt sein. Man rechnet nach, daB
die aus der Gleichung
x2 4 Y2 =92
gewonnenen Funktionen tatsichlich der Differentialgleichung (2) ge-
niigen. Denn differenziert man diese Gleichung nach x», so hat man
x4+ yy=0.
Also ist wirklich die Differentialgleichung (2) von S. 3 durch die Kreise
(3) erfiilllt. DaB unsere Niherungskonstruktion eine gewisse Annihe-

rung an die Kreise liefert, wird man nach Abb. 1 nicht verkennen.
In Abb. 1 sind ja die Kreise recht deutlich zu sehen.



Erster Abschnitt.

Gewdhnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung.

I. Kapitel.
Elementare Integrationsmethoden.

§ 1. Die Trennung der Variablen.

1. Ein Beispiel. Wir wollen die Methode der Tremnung der Varia-
blen zunichst an der Differentialgleichung

1 ZirZ—o

darlegen. Die Methode geht von der — vorerst unbewiesenen — An-
nahme aus, dafB3 diese Gleichung Lbsungen besitzt. Denkt man sich
dann fur y eine der Losungen der Gleichung eingesetzt, so muB3 die
Gleichung

ay

== —x

ydx

identisch in x gelten. Namentlich mufB3 das Integral der linken Seite
dem der rechten gleich sein. Das liefert

— x2

(2) [fr@oZas=87%.

Das Integral linker Hand wird durch die Substitutionsmethode be-
rechnet, indem man durch n = y (§) als neue Integrationsvariable die
Losung selbst einfithrt. Setzt man vy (%) = ¥4, so findet man

y2— 98 xg— »°

2 - 2 -
Setzt man dann 22 4 y2 = 72, so hat man in

X2 4 y2 = o2
eine algebraische Gleichung, welcher die gesuchte Losung geniigen muf3
Umgekehrt sieht man auch leicht, daB jede dieser Gleichung genugende
Funktion v (x) eine Losung der Differentialgleichung ist. Damit ist
dann der anfanglich noch ausstehende Beweis fiir die Existenz von
Losungen nachtriglich erbracht. Da es genau einen Kreis um den
Koordinatenursprung durch den Punkt x,, v, gibt, so haben wir damit
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genau eine Ldsung der Differentialgleichung (1) gefunden, die fiir
x = x5, den Wert y = y, annimmt. Da fiir ¥y = 0 die Differential-
gleichung (1) sinnlos wird, so tragen unsere L&sungen sogar weiter,
als zunichst zu erwarten war. Auf S. 34 wird diesem Umstand weitere
Beachtung geschenkt werden.

Die Verwendung der Substitutionsmethode bei der Berechnung des
Integrales (1) setzt weiter voraus, daB auf der betrachteten Integral-

a . . . .
kurve % sein Vorzeichen nicht wechselt, daB man sich also auf dasInnere

eines durch die Koordinatenachsen bestimmten Quadranten beschriankt.

Trotzdem haben wir in den Kreisen auch Lbésungskurven durch
die Punkte der y-Achse gefunden. Es gibt also auch eine L&sung, die
fiir x = 0 einen gegebenen Wert y, annimmt.

Bemerkung: Alle in diesem KXapitel zu besprechenden Methoden gehen
von der Annahme aus, da8 Losungen existieren, und jedesmal kann dieser Be-
weis dadurch nachgetragen werden, daB man hinterher verifiziert, daB8 die ge-
fundene Losung tatsachlich der Differentialgleichung geniigt. Wir wollen aber
diese eintonigen Verifikationen in der Folge weder durchfiihren noch erwihnen,
zumal wir auch im folgenden Kapitel einen allgemeingiiltigen Beweis fiur die
Existenz der Losungen kennen lernen werden

Eine Differentialgleichung gilt stets dann als gelost oder, wie man
auch sagt, als infegrierf, wenn es gelungen ist, eine Losungskurve durch
einen beliebig gewdhlten Punkt des zugrunde gelegten Bereiches zu
finden. Das ist in unserem Beispiel der Fall. Verlangt man namlich
einen Kreis durch den Punkt (x,, v,) der oberen oder der unteren Halb-
ebene, so muB3 man nur 72 = x2 + 32 setzen.

2. Die Methode. Die eben dargelegte Methode bleibt stets anwend-

bar, wenn die vorgelegte Differentialgleichung die Form
ady /(%)

(3) ax = 9()
besitzt. Dabei moge [ (x) im Intervall ¢ < x < b, ¢ (y) dagegen im
Intervall « = y = B stetig erklart sein. ¢ (y) soll daselbst uberdies von
Null verschieden sein!. Der Bereich, in dem wir die Differential-
gleichung studieren, ist dann das Rechteck a S x < b, a =y = f.
Man kann die Gleichung so schreiben.

PN =1®.

Denkt man sich wieder fiir y irgendeine bestimmte Losung eingesetzt,
so kann man wie oben integrieren, und findet

y x
J¢mﬂn=!ﬂaﬁ

1 Das sind Einschrankungen, die wieder die Verwendung der Substitutions-
methode gewahrleisten werden.
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als eine Gleichung fiir diejenige Losung y (x), welche fur x = x, den
Wert y, annimmt!. Wenn die Funktionen £ (») und ¢ (y) nicht zu kom-
pliziert sind, wird man nun mit der weiteren Untersuchung der Losung
keine Schwierigkeiten mehr haben. In komplizierteren Fdllen kann es
aber geschehen, daB mit diesen einfachen Schritten erst die geringste
Arbeit geleistet ist.

8. Substitutionen, die zur Trennung fuhren. Haufig tritt der Fall
ein, daB erst nach Einfithrung einer neuen unbekannten Funktion oder
nach Einfilhrung einer neuen unabhangigen Variablen der eben ein-
geschlagene Weg gangbar wird. So hat z. B.

ay

@ =xty
nicht die bisher zugrunde gelegte Form (3). Wihlt man aber

V=% 4y
als neue unbekannte Funktion, so wird die Differentialgleichung

j—: =9+ 1.
Nun konnen die Variablen getrennt werden, solange nicht v = — 1
wird. Man findet dann

v+ 1

g 24 =5
oder
V= —14 (vg + 1) e~ %,

Also wird
(5) = — % — 1+ (L + % + yo) e*~ =.

Dabei ist noch v, = %, + y, gesetzt. Tatsachlich stellt diese Glei-
chung eine Funktion dar, die fur ¥ = x, den Wert y, annimmt und die
der Differentialgleichung genugt. Fiir sie wird nirgends y 4+ x = — 1,
es sei denn, daBl x, + y, = — 1 vorgegeben wird. Dann 1st aber die
Losung v = — x — 1 selbst, die also doch auch in (5) enthalten ist.

Durch die gleiche Substitution werden bei allen Differentialglei-
chungen von der Form

%Y — fx + )

die Variablen getrennt

Ahnlich behandelt man 3" = f («x -+ Bv).

4. Homogene Differentialgleichungen. Es gibt eine weitere ziemlich
umfassende wichtige Klasse von Differentialgleichungen, in welchen

1 Der Leser verifiziere, daB jede durch diese Gleichung definierte Funktion
der Differentialgleichung (3) genugt und daB es wegen ¢ (¥,) & 0 nach dem Satz
uber implizite Funktionen solche Losungen gibt.
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sich durch eine einfache Substitution die Variablen trennen lassen.
Ich meine die Differentialgleichungen der Form

® 2-1(2).

Man pflegt Differentialgleichungen der Form (6) oft auch Aomogen zu
nennen. Hier hilft die Substitution
v=2
x

durch die v als neue unbekannte Funktion eingefiihrt wird. Die Diffe-
rentialgleichung wird dann

v'x +v=f(v)
oder

/=f(”)_'v
X

v

Die Variablen sind also getrennt. Will man aber hier die Methode
von S.6 verwenden, so muB man neben x =0 auch f(v) —v 40
voraussetzen. Dadurch wird aber nicht nur das Intervall eingeschrankt,
in dem die Bestimmung der Lésung mit Hilfe des Verfahrens gelingt,

sondern es gehen auch gewisse L&sungen der Differentialgleichung
j—% = f(%) verloren. Wenn namlich die Zahl « der Gleichungf(x) —«
= 0 genugt, so ist ¥ = «x eine L&sung der Gleichung (6).

Dieses Vorkommnis enthalt einen Hinweis darauf, daBB es wiinschens-
wert sein kann, den Begriff der Losung weiter zu fassen, als dies bis-
her geschehen ist, nidmlich so, da3 durch Transformationen, wie die
eben benutzte, keine Loésungen verlorengehen. Wie das zu bewerk-

stelligen ist, wird spiter klar werden.
5. Substitutionen, die auf homogene Differentialgleichungen fiihren.
In anderen Fallen fithren andere Substitutionen auf homogene Differen-
tialgleichungen. Fuhrt man z B in
ay
(x —9%) +2xy;-=0
v = y? ein, so erhalt man die homogene Gleichung
v adv
l—F+3z=0.
Auf homogene Differentialgleichungen lassen sich im allgemeinen
auch die folgenden zuriickfuhren:

7 idy Ax+4+ By+4C
) dx ax+bytc °

Falls namlich C = 0 und ¢ = 0 ist, so ist die Gleichung bereits homogen.
Durch eine passende Transformation kann man aber diese Gestalt oft
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herstellen. Der Gedanke ist der: Man betrachte die beiden Geraden
Ax +By +C=0, ax +by+c=0.

Man bringe durch eine passende Verschiebung des Koordinatensystems,
also durch eine Substitution der Form:

(8) x=u-+h, y=uv-+k

den Schnittpunkt der beiden Geraden in den Koordinatenanfang. Das
geht immer, wenn Ab — Ba == 0 ist, d. h. wenn die beiden Geraden
nicht parallel sind. Dies werde also zunichst angenommen.

Durch die Substitution (8) wird sowohl eine neue unabhingige
Variable wie eine neue unbekannte Funktion eingefiihrt. Man findet
leicht, daB av _ dy
du ~ dx
ist. Die Substitution (8) liefert zunachst

dv _Au+ Bv+ (Ah+ Bk + C)
du~  au+bu+ (@ah+Dbk+ o)
Nun bestimme man % und 2 aus den beiden Gleichungen
A+ BkRE4+-C=0, ah +bk+c=0.

Diese sind losbar, weil Ab — Ba == 0 sein soll. Die transformierte
Gleichung ist dann homogen.

Wenn aber 4b — Ba =0 ist, so kann man die Gleichung wicht
auf eine homogene Gleichung zurtickfiihren, aber man kann fiir » &= 0
die Differentialgleichung so schreiben:

B B
S (ex +by o+ C— =5

iy
dx ax +by+c

Dann fithre man durch

v=ax+by-+c
eine neue unbekannte Funktion v ein. Die Gleichung wird dann

B Bec
1(51_3 a)__"t?""'"c_‘é‘
B \dx - v
oder dv _ (B+a)v+ Cb — Bb
ax v .

Hier sind die Variablen getrennt. Dabei ist angenommen, daB % <= 0
sei. Der Fall b = 0 erledigt sich ja von selbst, weil dann auch B = 0
oder 4 = 0 sein muB, wenn nicht wieder der vorweggenommene Fall

Ab —Ba=+0

vorliegen soll. Im Falle B = 0 sind aber die Variablen getrennt, wahrend
im Falle ¢ = 0 nach S. 8 die Substitution 4x 4+ By = v zur Trennung
der Variablen fihrt. v
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§ 2. Lineare Differentialgleichungen.

1. Erste Methode. Die linearen Differentialgleichungen erster Ord-
nung haben die Gestalt

(1) Z+t@y+oe@=o0.

Die Koeffizienten f(x) und ¢ (x) mogen in einem Intervall stetig er-
klart semn. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen fiihrt
der Ansatz y = u%-v, durch den zwei Hilfsfunktionen #(x) und v (x)
eingefithrt werden. Die Gleichung wird dann

u(@W +fv) +4'v+@p=0.
Nun bestimme man v aus der Gleichung:
(2) '+ Ff(x)v=0.
Dann bleibt fiir #:
wWv—+ ¢ =0.

In beiden Gleichungen koénnen dann die Variablen getrennt werden.
Man findet

x
— [1® ak
v = yge %o
Daher wird

10 + Frwaz
w=—fote = dr+u.
Lo
So hat man schlieBlich-
x
z z +f1@®at
— [r@®at 1 )
y = e 3¢ uo—;;fqo(x)e ? dx}-
Zo
Dann wird
—sz(é)ds z +freae
y=e¢ % {yo—fqo(x)e o dx}
Zo

dasjenige Integral unserer Differentialgleichung, welches fur x =
Wert vy, annimmt. Es ist in jedem Intervall stetig umd wmit stetiger erster
Ableitung versehen, in dem die Koeffizienten von (1) stetig sind.

2. Zweite Methode. Wir wollen die Integration der linearen Glei-
chung (1) noch etwas anders darstellen. Zwar ist es im Grunde genau
das gleiche, doch wollen wir die Gelegenheit benutzen, um an einem
einfachen Beispiel die Methode der Variation der Konstanten kennenzu-
lernen. Wenn in der Gleichung

Y+ i)y + @) =0
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@ (x) = 0 ist, die Gleichung also, wie man sagt, homogen' ist, so sind
die Variablen getrennt und man findet als allgemeines Integral

x
—Jrwaz
y=ce %
Dabei ist ¢ eine beliebige Konstante?, die Integrationskonstante. Der
Grundgedanke der neuen Methode ist es nun, in der inhomogenen

Gleichung
YV +fxy+ o) =0,

in der also nun ¢(x) nicht identisch verschwindet, den Ansatz
— frwaz
y=c(x)e %
zu machen, also die Konstante ¢ (x¥) zu variieren, d. h. durch eine noch
zu bestimmende Funktion von x zu ersetzen. (Man erkennt jetzt wieder
das Produkt von zwei Funktionen, das bei der ersten Darstellung
den Ausgang bildete.) Man findet dann

— j‘t 1(® as
c’re % +@((x)=20
und berechnet daraus c¢(x). So findet man dann die schon vorhin
angegebene Auflésungsformel wieder.

3. Die BernourLische Differentialgleichung. Auf die linearen Glei-
chungen laBt sich die BerwourLische Differentialgleichung

Y +i @y + @(x)yr= (n == 1)
zurickfithren. Man hat sie nur so zu schreiben:
y ey + Yy f(x) + @ (%) =0,

um zu erkennen, daB die Substitution v = y1-» auf die lineare Gleichung

v 4 v-f(%) + @(x) =0

1—=n

fiihrt.
Oft erweist es sich als nutzlich, von der Differentialgleichung fiir
die unbekannte Funktion y(x) zur Differentialgleichung fiir die Um-
kehrungsfunktion #x(y) uberzugehen. Ist nimlich % (y) bestimmt, so

1 Das Wort homogen wird also jetzt 1n anderem Sinne gebraucht als bei
den Differentialgleichungen
iy _ (1)
qx x

auf S. 9. Jetzt bezieht es sich. darauf, daB die linke Seite eine homogene Funktion
von ¥’ und y ist, wahrend es sich fruher darauf bezog, daB die rechte Seite eine
homogene Funktion von » und y war

? Sie war vorhin mut v, bezeichnet.
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ist naturlich damit auch implizite y(x) bekannt; jedenfalls sind zu
seiner Bestimmung keine Differentialgleichungen mehr zu 1l8sen. Oft
ist aber die Differentialgleichung der Umkehrungsfunktion leichter an-
greifbar.

Wenn z. B. die Gleichung

dx .
a—y(xzslny — yx) =1
vorgelegt ist, so wird daraus
ax -
37—{— yx —siny-x2=0.

Das ist eine BErRNoOULLIsche Gleichung fur x, die wir integrieren kénnen.

§ 8. Einparametrige Kurvenscharen.

1. Kurvenscharen. In einem Bereich B sei die Funktion o (x, ¥)
eindeutig und stetig erklart. Thre Werte im Bereich B erfillen dann
eine gewisse Strecke einer Zahlengeraden, der c¢-Achse. Versteht man
dann unter ¢ irgendeinen Wert aus diesem Intervall, so definiert die
Gleichung

(1 p(x,y)=c

eine Kurve des Bereichs B. Kurven, die zu verschiedenen c-Werten
gehoren, treffen sich nicht im Bereiche B, weil in diesem Bereich
p(x, y) eine eindeutige Funktion ist. Die Gesamtheit dieser Kurven
bildet eine einparametrige Kurvenschar. ¢ heit der Parameter der
Schar. Eine solche Schar kann auch durch eine Gleichung der Form

px,y,c)=0

definiert sein Es wird dann im allgemeinen nicht zu jedem x-y-Paar
nur ewmn c-Wert gehoren. Es werden vielmehr im allgemeinen durch
jeden Punkt des Bereiches B mehrere Kurven der Schar gehen Die
Auflésung kann dann mehrere Funktionen

c=1vp(x,y)

ergeben. Wir wollen voraussetzen, daB ¢@(x, y,¢) in einem gewissen
Gebiete G der x, y, ¢ eine eindeutige stetige Funktion von x, vy, ¢ ist,
die stetige partielle Ableitungen nach x, nach y und nach ¢ besitzt;

—g—f sel in G von Null verschieden. In der Umgebung eines jeden solchen

der Gleichung ¢ (%, v, ¢) = 0 geniigenden Wertetripels x,, ¥,, ¢, werden
dann die bekannten Satzel {ber implizite Funktionen verwendbar,

und man hat daher in der Umgebung einer jeden solchen Stelle (x4, ¥q)

1 Vgl. z B. memnen Leitfaden der Differentialrechnung, 3. Aufl., S. 125 £f.
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eine oder mehrere eindeutige und stetige Auflésungen
c=yp(x,y), co =Y (%, Vo)

den verschiedenen Werten ¢, entsprechend, die zusammen mit x,, vy,
Stellen x,, V,, ¢, aus G ergeben, fiir die @ (%4, ¥y, ¢o) = O ist.

2. Differentialgleichungen. Wir setzen nun weiter voraus, daf}
(%, y) mit stetigen ersten Ableitungen versehen sei und nehmen an,
daB cg, %4, Vo ein der Gleichung (1) geniigendes Wertetripel sei, fiir das

g—;e (%05 ¥o) == 0 ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt cs

dann m der Umgebung von ¥ = x, eine stetige mit stetiger erster Ab-
leitung versehene Funktion vy (%), die der Gleichung ¢, = (%, ») geniigt,
und fur die y(%,) = vy, 1st. Das gleiche gilt aus Stetigkeitsgriinden
fur alle c-Werte, die von ¢, hinreichend wenig verschieden sind. Dann
gilt der Satz:

Die Kurven einer jeden einparametvigen Kurvenschar gemvigen (in
etnem, wie vorsichend beschriebemen, geniigend kleinen Bereich) einer
Differentialgleichung erster Ordnung.

Wenn man namlich die Gleichung

c=wy(x,y)
nach x differenziert, so bekommt man
0= aw | 61/) dy

Bx | By dx’
und dies ist schon die gewiinschte Beziehung zwischen x, v, vy’ der
durch unsere Gleichung dargestellten Kurven.

Ist die Schar in der allgemeinen Form

2) @ (% y,¢) =0
gegeben, so wird analog

¢ |, dpdy
(3) P + 7y dr — 0.

Eliminiert man dann ¢ aus den beiden letzten Gleichungen (2) und (3),
so erhdlt man die gewunschte Differentialgleichung.

3. Beispiele. Zwei Beispiele werden die Dinge vollends klarlegen.
Die Tangenten einer Kurve

7 = [ (&)
machen eine einparametrige Kurvenschar
2" y =7 + (&) (x — &)

aus. & 1st der Parameter der Schar (vorhin ¢ genannt). Differenziert
man nach x, so findet man natirlich

(3" y = (&)
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fir die Richtung der Tangenten. Nun hat man & aus beiden Gleichungen
(2" und (3’) zu eliminieren, wenn man nicht die beiden Gleichungen

y=7(&) + 7 &) (x—&
¥ =71
etwa als eine Parameterdarstellung der Differentialgleichung selbst
ansehen will. Tatsichlich werden wir uns spater mit Differential-
gleichungen befassen, die in dieser Form gegeben sind oder auf diese
Form gebracht werden konnen.
Wenn z. B.
n = &
die vorgelegte Kurve ist, so hat man
y=£&8+2&(x— &)
und
vy =2¢&.
So erhalt man die Differentialgleichung

r2

y-——y4 +y’(x—3)2—) oder y'2—4xy +4y=0

der Parabeltangenten.

Durch
xz + y2 — 7'2
ist die Schar der konzentrischen Kreise gegeben. Also wird
x+yy =0

die Differentialgleichung der Schar.
Ebenso wird
2yy —1=0
die Differentialgleichung der Parabelschar
y:= x4+ C.

§ 4. Exakte Differentialgleichungen.

1. Die Methode. Die Betrachtungen des wvorigen Paragraphen
fithren uns zu einer weiteren Integrationsmethode.

Wenn nimlich die Koeffizienten P (x, y) und Q (x, y) einer Diffe-
rentialgleichung

(1) P+QZ%=0

in einem einfach zusammenhangenden Bereich B stetige mit stetigen
ersten Ableitungen versehene Funktionen sind, welche der Integra-
bilitdtsbedingung

0P _ 02

oy = Ox
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geniigen — solche Differentialgleichungen heiBen exakf —, so gibt
es nach bekannten Sdtzen der Integralrechnung eine in B eindeutige
und stetige Funktion ¢ (%, ¥), deren Ableitungen P und @ sind. Dann
besagt aber die Differentialgleichung, die man dann in der Form

¢ _
@) ox T oy ax
schreiben kann, weiter nichts, als daB lings einer jeden Integralkurve

der Differentialgleichung die Funktion @ (x, y) einen konstanten Wert
annimmt. Dann ist ¢ (¥, ) = C eine Schar von Integralkurven.

2. Beispiele. Wenn z. B. die Gleichung
a
24y 5L =0

vorliegt, eine homogene Gleichung, die man auch nach S. 9 behandeln
kdnnte, so ist die Integrabilititsbedingung fiir die Koeffizienten er-
fiilllt. Man berechnet dann bekanntlich die Funktion ¢ (x, y) so: Da
die x-Ableitung von ¢ den Wert x2 besitzt, so findet man

o= Jxdx + ¥ =’—§-+w(y)-

Hier bedeutet y(y) eine Funktion von v, die nun aus der Bedingung
zu bestimmen ist, daB

sein soll. Das liefert aber

Also wird
3

) =% +c.
So finden wir

3 3
o =2F2 4o

DaB8 die Ableitungen dieser Funktion die richtigen Werte haben, be-
stidtigt man leicht. So sind also

x3+y3=c

Losungen unserer Differentialgleichung. Wunscht man insbesondere eine
Integralkurve durch den Punkt x,, %,, so wird
%+ % = x§ + y§
deren Gleichung.
Alle Differentialgleichungen, in denen die Variablen getrennt sind,

konnen sofort als exakte Differentialgleichungen geschrieben werden.
Aus
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folgt ja sofort
a
F) —p () 2> =0.
Man erkennt, daB die Integrabilititsbedingung erfiillt ist.

§ 5. Der integrierende Faktor.

1. Begriffsbestimmung. Wenn die Koeffizienten der Differential~
gleichung

(1) P9 4+Q ) ZL=0

nicht der Integrabilitatsbedingung des § 4 gentgen, so kann man doch
hoffen, dieselbe durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion
M (x, y), in eine exakte Differentialgleichung zu verwandeln. Man
nennt diese Multiplikator oder auch integrierender Faktor. Wenn man an-
nimmt, daf3 die Differentialgleichung L&sungen besitzt, und daB die
Schar ihrer Losungskurven durch

p(x,y) =c¢

gegeben ist, und daB ¢ partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt,
so mufl die Differentialgleichung auf die Form

¢
ay ox
ax _ d¢
LY
gebracht werden konnen. Daher muB
o9
P ox
T}
v
sein Daraus folgt
o o
9% 9y
P T o

Setzt man den gemeinsamen Wert dieser beiden Quotienten gleich
M (x, ), so findet man, da@

209 _ ‘2
ax =MEP. 5y =MQ
ist, daB also tatsachlich die Differentialgleichung
ay
MP+MQ —=

exakt 1ist

2. Auffindung eines Multiplikators. Wie kann man aber eine
solche Funktion M wirklich bestimmen ? Wir sefzen voraus, da8 M, P

BIieBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 2
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und Q stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, betrachten
also weiterhin nur Differentialgleichungen, die dieser Voraussetzung
genigen, und nennen auch nur Funktionen der angegebenen Art Multi-
plikatoren. Da dann die Funktionen M P und M Q der Integrabilitats-
bedingung geniigen muissen, so findet man fiir M die partielle Diffe-
rentialgleichung

o(MP) oMQ)

8y —  dx
Man kann sie auch so schreiben:
oM oM aP  8Q
Poy — Q%% + M (55 —355) = O
Man mag geneigt sein, die Integration dieser partiellen Differential-
gleichung fiir schwieniger zu halten, als die der ursprunglich vor-
gelegten gewohnlichen Differentialgleichung. Indessen muB man be-
denken, daB3 man fuir unsere Zwecke nur irgendeine, lange nicht die
allgemeinste Losung der partiellen Differentialgleichung braucht. Und
tatsdchlich ist es oft leicht, aus dem bloBen Anblick dieser Gleichung
eine ihrer Losungen zu finden.
Wenn z. B.

1 (22 _ 90
Q \ody dx

nur von x abhangt, so kann man der partiellen Differentialgleichung
durch eine Funktion geniigen, die nur von % abhangt. Denn macht

man die Annahme
oM

ay — 0
¥y
so reduziert sich die partielle Differentialgleichung auf
oM oP a2Q
0% =M (35 —357)

oder
M’ z v Q:c
'——n 7 - 2—‘ -

Daraus ﬁndet man SOfOI't
Py —Qz
. f TYTXE g

8. Beispiel. Die linearen Differentialgleichungen konnen auf diesc
Weise integriert werden. Doch sind dies natirlich nicht die allgemcinsten
hierher gehorigen Differentialgleichungen Denn auch

y+xy+siny+(x+cosy)%=0

kann so integriert werden. Ein Multiplikator ist ¢*. Das allgemeine
Integral wird

e®(xy + siny) = c.
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4. Mehrere Multiplikatoren. Manchmal kann man Vorteil aus der
Kenntnis des Zusammenhanges zwischen den verschiedenen Multi-
plikatoren ein und derselben Differentialgleichung ziehen

Wenn nimlich M (x,y) ein Muliiplikator, und f(x,y) =c ein all-
gemeines Integrall, ewner gewohnlichen Diffeventialgleichung (1) sind, so
ist auch M -f ein Multiplikator. Denn man rechnet nach:

2MiP) _0(Mt9) _ OF : a(MP) 2(MQ)
0 (P o
—mpi MQ—f wegen (8y )09 o
dy 0 a
=—MQ(d;’a§+ax) wegen P—(—Q-——’i—-o
—_ ot dy
=0 wegen ax +37———-0.
Da weiter ein allgemeines Integral auch in der Form
() =

geschrieben werden kann, wenn man unter ¢ (w) eine willkiirliche

nirgends konstante differenzierbare Funktion versteht, so ergibt sich,
daB auch

i M- ()
ein Multiplikator ist

Wenn wumgekehrt der Quotient zweter Multiplikatoren M, und M,
nicht von x und y unabhangig ist, so stellt

M
—1 -

3,

ein allgemeines Integral dev Differentialgleichung dar Wenn namlich
/ und g in einem gemeinsamen Bereich erkldrt sind, und wenn langs be-
liebiger Kurven v = y (x), die dem Bereich angehoren,

af

I = M, P 4+ M,

und
dg dy
dx M2P + M2Qd“7

1st, so stellen sowohl
f(x,y)=c¢ wie g(x,y)=C

fir einen gemeinsamen Bereich ein allgemeines Integral dar. Lings
einer jeden Integralkurve des Bereiches haben sowohl f wie g konstante
Werte. Die Werte von g sind also bestimmt, wenn die von f gegeben sind.

1 Vorbehaltlich einer spateren scharferen Begriffsbestimmung werde unter
einem allgemeinen Integral eine mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung
versehene Funktion f(x, ) verstanden, derart, daB man alle einem gegebenen
Bereich B angehorigen Integralkurven durch f(x, y) = ¢ darstellen kann.

PAd



20 I. 1. Elementare Integrationsmethoden

Daher kann g als Funktion von f dargestellt werden Nun hat man aber
langs einer beliebigen Kurve

dg _ My(P+Qy) _ My
af = M,(P 4+ Qv) My

Da aber weiter, wie wir eben sahen,

g =F(f)
ist, so ist auch
dg ,
a7 =F -
Daher ist wirklich
E=Fh=c

ein allgemeines Integral. Denn —J—M— hat langs einer jeden Integralkurve

des Bereiches einen konstanten Wert und besitzt auch stetige particlle
Ableitungen erster Ordnung, weil dies nach der Begriffsbestimmung
des Multiplikators fur M, und M, der Fall ist.

5. Beispiel. Man kann von diesen Bemerkungen auch auf die
folgende Weise zur Integration von Differentialgleichungen Gebrauch
machen. Es sel z B. ein Multiplikator von

¥+ 2+ @43y =0
zu bestimmen. Wir schreiben die Differentialgleichung so-
(¥ +2y)+(x+yy)=0.
Betrachtet man dann erst einmal die beiden Differentialgleichungen
¥4+ 23y =0 und x+ yy =0

gesondert fur sich, so ist man leicht in der Lage, die samtlichen Multi-
plikatoren einer jeden derselben zu bestimmen. Die erste besitzt den
Multiplikator x—3y—3 und x~2 4+ 3—2 = ¢ ist ein allgemeines Integral
Also ist

x 2y B F (2% + y7%)

der allgemeinste Multiplikator der ersten Gleichung. Ein Multiphikator
der zweiten ist 1 und x2 4 y2 = ¢ ist ein allgemeines Integral
Also ist
F(%® + ¥?)
ihr allgemeinster Multiplikator. Wenn es nun gelingt, eine Funkiion
zu finden, die als Multiplikator der beiden Differentialgleichungen zu-
glerch brauchbar ist, so 1st dieselbe auch ein Multiphkator der ursprimglch
gegebenen Differentialgleichung. Es kommt also darauf an, der Bedingung

*BYySE (272 + y7?) = [ (2 + 9?)
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zu gentigen. Man sieht leicht, dafB es hinreicht
F (4 )= (x*+ 3?2 und F(x? + y %) = (2 + y?)~°
zu wahlen. Daher ist
(22 + )~
ein Multiplikator der gegebenen Differentialgleichung. Man prife die

Richtigkeit dieser Angabe durch Betrachtung der Integrabilitdts-
bedingung nach.

§ 6. Die CLAIRAUTsche Differentialgleichung und
Verwandtes.

1. Allgemeine Vorbemerkung. Die Differentialgleichungen

y=17(x 9

y =7

%=1

x = f (y’ y’)
werden am zweckmadBigsten dadurch behandelt, da8 man

y =2

als neue unbekannte Funktion einfihrt. Xennt man namlich erst ein-
mal 9’ als Funktion von x, so setze man diese in die gegebene Daif-
ferentialgleichung ein, um damit eine Gleichung zwischen x und y

allein zu erhalten. Man verifiziert dann, da8 sie emn Integral der Dif-
ferentialgleichung liefert.

2. Die Crairautsche Differentialgleichung. Den Verlauf des Verfahrens
wollen wir uns jetzt am Beispiel der CLAIRAUTschen Differentialgleichung

y=2xy + /()
etwas naher ansehen. Wir denken uns in die Differentialgleichung
irgend eine Losung derselben emngetragen. Von den Lésungen wird vor-

ausgesetzt, daB sie emne stetige Ableitung 3’ haben. Um eine Differential-
gleichung fur die neue unbekannte Funktion

y' =29
zu bekommen, setzen wir voraus, daf3 v’ eine Ableitung nach x und daB3
7/ (»") eme Ableitung nach 3y’ besitze Wir differenzieren
y==xp +[(p)
nach x. So finden wir
p=2+ xp"+1 (PP
oder

P (x+ f(p)=0.
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Diese Gleichung ist erfillt, wenn entweder
=0
oder wenn

%+ 1) =0.

Ist in einem Intervall p° = 0, so folgt

$ = ¢ = constans.
Daher wird dann

y=2zxc+ 7()
ein Integral. Man erhalt so eine Schar von geraden Linicn. Man wird
dazu bemerken, da

y=xc + f(c)
fiir konstantes ¢ ein Integral der CrairauTschen Differentialgleichung
ist, unabhdngig von jeder iiber die Eindeutigkeit hinausgchenden Vor-
aussetzung iiber f(c).

Im zweiten Falle aber sei in einem Intervall

x=—71(p)-
y==xp -+ f(P),
y=—2pf (@) + )

zusammen gibt, falls f*/(p) == 0 ist, eine Parameterdarstellung cincr be-
stimmten Kurve der x-y-Ebene mit ¢ als Parameter, dic gleichfalls der

Differentialgleichung genugt. Denn auch fur diese Kurve wird, wic man
leicht ausrechnet,

Dies mit

d. h. mit

4 J— P .
Allerdings muf3 man dazu, wie gesagt, noch voraussctzen, dafl / cine
zweite nicht verschwindende Ableitung bcsitzt.

8. Singuldres Integral. Diese Einzelkurve, dic zu der Geraden-
schar noch hinzutritt, nennt man ein singulares Integral, wahrend man
im Gegensatz dazu die Geraden als partrkulare Integrale bezeichnet Tm
Falle der CLarrauTschen Differentialgleichung 1st das singuldre Integral
die Enveloppe der emparametrigen Schar der partikularen Integrale
Will man namlich die Enveloppe der Geradenschar

y =xc+ f(c)

bestimmen, so hat man bekanntlich! diese Gleichung nach dem Para-

! Ohne jetzt auf eme allgemeine Theorie der Enveloppen einer beliebigen

Kurvenschar eingehen zu wollen, setr hier nur so viel gesagt Be1 den Geraden-
scharen

¥y =xc 4 f(c)

mogen vorab die folgenden Bemerkungen Platz haben Da wegen der Eindeutig-
keit von f(c) keine zweir Schargeraden enander parallel sind, so schneiden sich
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=

meter ¢ zu differenzieren und dann aus beiden Gleichungen ¢ zu eli-
minieren. So findet man hier fiir die Enveloppe

x=—7()

y=xc -+ f(c).
Das ist aber gerade die Parameterdarstellung des singuliren Inte-
grales. Da aber nun die Enveloppe von den Kurven des allgemeinen
Integrals beriihrt wird, so geniigen auch ihre Linienelemente der Dif-
ferentialgleichung. Unter einem Linienelemente verstanden wir ja ein

je zwel derselben. Wenn man eine Kurve sucht, die von den Geraden der Schar
berihrt wird, so kann man sich gegenwartig halten, daB zwei genugend benachbarte
Tangenten sich in der Nahe ihrer Beruhrungspunkte schneiden und daB der Be-
ruhrungspunkt der Geraden c als Grenzlage des Schnittpunktes der beiden Geraden
¢ und ¢ + A fur 2 — 0 aufgefaBt werden kann. Der Schnittpunkt aber bestimmt
sich aus den beiden Gleichungen

y=xc—+ f(c)

y=x@+r+7ic+4n
oder auch aus den beiden Gleichungen

y==zc- f(c)

0mwq TN =1C

Geht man nun zu A — 0 uber, so erhalt man, wie 1m Text angegeben wurde, zur
Bestimmung des Punktes, in dem die Gerade ¢ die Enveloppe beruhrt, die beiden
Gleichungen

y=xct+fe) i y=—cf @+
0==x -+ 1 (), x=—1(),
die man als eine auf den Parameter ¢ bezogene Darstellung der Enveloppe auf-
fassen mag Man setze also wieder f”(c) & O voraus Man uberzeugt sich dann
leicht, daB die Enveloppe in ithrem Punkt ¢ von der Schargeraden ¢ beruhrt wird.
Denn die Gleichung der Tangente an die Enveloppe im Punkte ¢ wird ja
—xo+ ().
Ber diesen letzten Darlegungen 1ist durch f”/(c) &= 0 angenommen, daB die

beiwden Gleichungen

x = — fF (¢)

y=—cf (&) + £ (o)
tatsachlich eine Kurve bestimmen Von Interesse 1st aber auch der Fall, daB f’(c)
von ¢ unabhangig ist Ser etwa /' (¢) = a Dann wird f(¢) = ac -+ b, also die
Enveloppe durch den Punkt

¥x=—a, y=20
geliefert Tatsachlich bestehen dann ja auch die Losungen der Differentialgleichung
y=xy+ay +0b

Yy =xc¢c-+ac-+0b,

aus den geraden Linien
die alle durch den Punkt

hindurchgehen.
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Wertetripel %, v, ¥" oder geometrisch einen Punkt x, y vereimigt mit
einer ihn passierenden Geraden. Da dann aber alle Linienelemente
der partikularen Integrale der Differentialgleichung geniigen, so ge-
niigt auch ein jedes Linienelement, das ein solches partikulares Integral
mit der Enveloppe im Beriihrungspunkt gemeinsam hat, der Diffe-
rentialgleichung. Da aber die Enveloppe nur solche Linienelemente
besitzt, so ist es micht verwunderlich, daB die Enveloppe der parti-
kularen Integrale der Differentialgleichung gentigt In diesen Bemer-
kungen ist schon das allgemeine Gesetz begriindet, daf3 stets auck bei
anderen Differentialgleichungen die Enveloppen der pavitkularen Inte-
grale als singulare Integrale der Diffeventialgleschung genugen.

4. Weitere Integralkurven. Zum SchluBl mé&chte ich nun noch auf
emne sehr merkwiirdige Tatsache aufmerksam machen. Man kann
ndmlich aus geradlinigen Stiicken und einem Bogen der Enveloppe
noch weitere Integralkurven zusammensetzen: Man gehe von einem
Punkte aus und verfolge eine ihn passierende Gerade der Schar bis zu
ihrem Berithrungspunkte mit der Enveloppe und verfolge dann diese
in der Ankunftsrichtung weiter bis zu einem beliebigen ihrer Punkte
und gehe in diesem wieder auf die dort berithrende Schargerade uber.
Eine solche Kurve besitzt in jedem Punkte eine stetig sich andernde
Tangente und ist aus lauter Linienelementen der Differentialgleichung
zusammengesetzt, ist also eine Integralkurve. Wir haben so drei Arten
von Integralkurven der CrarrauTschen Gleichung kennengelernt. Die
Geraden, die Enveloppe und Kurven, die aus Geraden und cinem
Enveloppenbogen bestehen. Fur die Existenz der Enveloppe muBten
wir auBer der Eindeutigkeit noch die zweimalige Differenzicrbarkeit
von f und f’ 4= 0 voraussetzen. KaMKE! und LIEBMANNZ? haben ge-
zeigt, daB es weiter keine Integrale gibt. Die Beweise konnten dort
sogar unter geringeren Voraussetzungen iber f gefithrt werden.

5. Die Lacrangesche Differentialgleichung. Auch bei der LAGRANGE-
schen Differentialgleichung

£+yf0)+ o) =0
erlaubt es die Emnfuhrung von
Yy =72,
die vorzunehmenden Auflosungsprozesse erst nach der Integration aus-

zufuhren. Fuhrt man namlich y’ = p ein und differenziert nach x,
so erhdlt man

1+2f@)+2F @)t + & (p)p’ =0.

Fuhrt man nun noch y statt x als unabhangige Variable ein, so erhalt
man

1+ 2/0) + 37/ ) p 5o+ & B) oL =0

1 Math. Zeitschr. Bd 27 2 Math Zeitschr Bd 29.
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fir $(y). Geht man zur Umkehrungsfunktion y(p) tber, so wird

SEA+ 1) + 7 (B) +2 ¥ B) =0

und das ist eine lineare Differentialgleichung fiir y (p)

Hat man aus 1thr y als Funktion des Parameters p bestimmt, so
Liefert die Differentialgleichung selbst auch x als Funktion dieses Para-
meters. Dal man so wirklich die Losungen in Parameterdarstellung
gefunden hat, verifiziert man durch Finsetzen in die Differentialglei-
chung.

Ganz ahnlich verfahrt man auch bei den anderen Differential-
gleichungen, die zu Beginn dieses Paragraphen aufgefihrt wurden.

§ 7. Ziel und Tragweite der elementaren
Integrationsmethoden.

Nach unseren Erfahrungen kann man es wohl als das Ziel der
elementaren Integrationsmethoden bezeichnen, geschlossene Ausdricke
fir die Loésungen von Differentialgleichungen zu finden. Als Hilfs-
mittel werden dabe: die elementaren Funktionen und die Quadraturen
d h die bestimmten Integrale zugelassen Es 1st ja ein bekannter
Satz von LiouviLLE!, daB man nicht alle Integrale elementarer Funk-
tionen durch elementare Funktionen ausdrucken kann. Elementar
heiBen dabei alle Funktionen, die sich durch endlich oftmalige Anwen-
dung algebraischer, exponentieller und logarithmischer Prozesse expli-
zit darstellen lassen Ebenso sollen jetzt noch endlich viele Quadra~
turen zugelassen werden. Es ist wieder ein Satz von L1ouvIiLLE, dafl man
nicht alle Differentialgleichungen erster Ordnung, die durch Null-
setzen elementarer Funktionen gegeben sind, auf diese Weise losen
kann. Die Beispiele, an denen das LIOUVILLE gezeigt hat, gehoren dem
Gebiet der sogenannten RiccaTischen Differentialgleichungen an Dar-
unter versteht man Differentialgleichungen von dieser Gestalt

(1) Y = oo (%) + op (%) ¥ + oy (%) V2.

EurLER, dessen ,,Institutiones calculi integralis’ auch heute noch die
reichste Sammlung elementar integrierbarer Differentialgleichungen
enthalten, hatte sich damit befaBt, elementar integrierbare Falle der
speziellen RiccaTischen Gleichung

(2) Yy 4+ y2 = ax™ (a = Konstante)

zu finden. Sein Ergebnis ist dieses: Es laft sich Trennung der Variablen
stets dann errveichemn, wemn der Exponent m unter Verwendung einer

1 CrELLES Journal Bd. 13.
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ganzen positiven Zahl k in einer der beiden Formen

— 4k — 4k

?m oder m = E—k“"—_:_“l

geschrieben werden kann. Im ersten der beiden Falle macht man die
Substitution

wm o=

1

— ¢m °

’ Y= +1
und gelangt so zu der Differentialgleichung

Z + 72 =

Z—-l

& _m L
(m + 1)2 3k —1
In einer solchen geht man dann mit der Substitution

1 z

1
b=, Z=3—F

mit »n = —

weiter und gelangt zu
, _ a ., —4(k—1)
S sy S—T)F1°
Somit kommt man durch mehrmalige Verwendung solcher Substitu-
tionen in allen erwihnten Fillen nach endlich vielen Schritten zu

einer Differentialgleichung

mit » =

Y+ Y=«
mit konstantem o, in welcher also die Variablen getrennt sind. Als
Grenzfall £ — oo ist unter jenen RiccaTischen Gleichungen auch noch

¥y + y*=ax?
enthalten. Hier fuhrt die Substitution y =% zu emem der schon be-

handelten Typen L1oUVILLE hat nun gezeigt, daB die hier aufgefuhrten
die einzigen Falle sind, in welchen spezielle RiccaTische Gleichungen (2)
elementar integrierbar sind. Damit hat er Beispiele von Differential-
gleichungen gegeben, welche #nicht elementar oder durch Quadraturen
integrierbar sind. Die LrouviLLEsche Arbcit, auf die wegen des Beweises
verwiesen werden muB, steht in L.1ouviLLEs Journal de mathématiques,
Bd. 6 (1841).

Der Leser wird noch emm Wort uber die allgemeine RiccATische
Gleichung (1) vermissen Sie wird durch die Substitution

(3) y = —a_lzd;of"

in die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

(4) op '’ — (0ty + otgoty) ' + ogodu = 0

ubergefuhrt!. Der von EULER behandelte spezielle Typus (2) fuhrt auf
w —axmu =0,

1 Jede hneare homogene Daifferentialgleichung zweiter Ordnung kann durch
Umkehrung dieses Prozesses auch in eine RiccaTische verwandelt werden.
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die also fiir m = soar el tar integri d
= 3z 11 c¢lementar integriert werden kann. Elementar

sind weiter diejenigen dem allgemeinen Typus (1) angehorigen Glei-

chungen zu integrieren, in welchen
oth - .
@g Xy = €y, &f —+ oy = ¢, ist (wo ¢; und ¢, Konstanten sind).

Denn dann bekommt die lineare Differentialgleichung (3) konstante
Koeffizienten und kann daher, wie wir S. 153 sehen werden, elementar
behandelt werden. Bei Betrachtung der linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung werden wir nochmals auf die Riccartischen zuriick-

kommen und dann noch einen allgemeinen Satz iiber dieselben kennen-
lernen (S. 156).

II. Kapitel.
Die Methode der sukzessiven Approximationen und
verschiedene Anwendungen derselben.

Die bisher verwendeten Methoden sind recht primitiv und dem-
entsprechend ist ihre Tragweite gering. Natiirlich kann man in hin-
reichend einfachen Fallen ErsprieBliches mit denselben erzielen, aber
i komplizierteren Fdllen werden die Resultate rechmnerisch recht um-
standlich Daran andern auch nichts die Uberlegungen, durch die
Lie die Theorie der elementaren Integrationsmethoden auf eine syste-
matische Basis gestellt hat®. Aber die Ausbeute dieser an sich schonen
Uberlegungen ist fur die Untersuchung der funktionentheoretischen
Natur der Losungen und ihres numerischen Verlaufes gering Immerhin
soll im Kap III ein knapper Uberblick uber diese Gedankengange ge-
geben werden.

Wir wollen nun zunachst eine bequeme, gut konvergente Methode
zur naherungsweisen Integration von Differentialgleichungen kennen
lernen Wir werden uns dabei auch gleichzeitig vergewissern, dall in
der Tat jede Differentialgleichung Losungen besitzt, und damit auch
die S 4 ausgesprochene Vermutung beweisen

§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen.

1. Existenzsatz. Zunachst wollen wir den folgenden Satz beweisen.
Existenztheorem: I7% der Diffeventialgleiching

(1) ;Z—i =7 (x %)

1 SopuUs LiE hat in seinem gemeinsam mit GEORG SCHEFFERS herausgegebenen
Buch. Vorlesungen tiber Differentialglerchungen mit bekannten 1nfinitesimalen Trans-
formationen (Leipzig 1891) eine eingehende Theorie der elementaren Integrations-
methoden gegeben Man vergleiche auch den Bd III der gesammelten Abhand-
lungen von LiE, sowie L.Brancur Lezioni sulla teoria der grupp:i continui di
trasformazioni Bologna 1928
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sei f(x, y) in einem gegebemen Bereiche* B der x:y-Ebene stetig und geniige
fitr jedes dem Bereiche angehdrige Punktepaar (x,y,) und (%, y,) der
LipscHITZschen Bedingung

2) lf(x,%)“‘f(x:yz)l._—ngyJ‘—yzl

wo M eine passende, von x, von Yy, und von y, unabhdngige positive Zahl
wst. In B sei ferner? | f(x,y) | < M. Es seien weiter a und b zwer posi-
tive Zahlen, die dev Bedingung?

(3) aM<bd
genitgen, und fur die das Rechieck R:
[ —%|ZLa, |y—y|Z0

dem Bereiche B angehori. Dann gibt es genaw eine samt ihrer evsten Ab-
lewtung in | x — x| = a stetige Funktion y = @ (%), die der Differen-
tralgleichung (1) genugt, fir die also in | x — x, | = @

@' (%) = [ (%, @ (%))
gult, und die zuglewch durch den Punkt (x,, v,) hindurchgeht, fir die also
@ (%) = v, 152.

Die im Satz genannte LipscHITzsche Bedingung ist sicher dann
erfullt, wenn f (%, ) eine in B stetige und beschrinkte partielle Ab-
leitung nach y besitzt. Denn wenn diese dann in B der Ungleichung

of
5
Bedingung erfiullt ist.

Zum Beweis verwende ich das Verfahren der sukzessiven Approxi-

mationen. Um es einzuleiten, geht man von irgendeiner stctigen Fun-

) << M geniigt, dann lehrt der Mittelwertsatz, daf3 die LipscuiTzsche

1 Unter einem ,,Bereiche der xy-Ebene'* werde e fur allemal eine Punki-
menge dieser Ebene verstanden, derart, daB3 es um jeden i1hrer Punkte einc Kreis-
scheibe gibt, die ganz zur Menge gehort AuBerdem soll die Menge aus nur einem
Stuck bestehen, so daB man je zwel 1hrer Punkte miteinander durch emnen dem
Bereiche angehorigen Polygonzug verbinden kann

2 Diese Bedingung entfallt, wenn der Bereich B so defimiert 1st o < » < f,
v beliebig. Dies ist der Fall fur lineare Differentialgleichungen

Y=f#x+egxy,
aber auch z B. fur

4

Yy =siny.
Denn 1st 1m ersten Fall in o« <# <8
lg ) | =M,

so folgt
[F (%, 9) — (5, v) |EM |y, — v, |
Im zweiten Fall aber 1st
SN Yy — SIN Yy = (¥3 — ¥3) €08 (¥y + & (¥ — ¥,)) -
Also
|s1ny1——smy2|§jy1—y2[,
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tion y = ¥, (%) aus, die nur der Anfangsbedingung y,(%,) = ¥, geniigen
und der eine dem Rechteck R angehérige Kurve entsprechen moge.
Man kann als solche erste Naherung y,(x) etwa die Konstante y,(x)
= y, wahlen. Man kann aber auch, und das wird, wenn man eine rasche
Annaherung an die Losung anstrebt, zweckmaBiger sein, den Polygon-
zug nehmen, den wir schon auf S. 3 erwahnt haben und der den be-
kannten Naherungssummen der bestimmten Integrale entspricht. Aus-
gehend von y = y,(x) werden die weiteren Niherungen auf folgende
Weise gewonnen. Falls

Do — (5, o (x))

1st, so ist yg(x) eine Lésung. Anderenfalls setze man

D1 — 1 (5 y0 (%)

und bestimme hieraus y; (x) so, daB v, (x,) = y, wird. Wie man aus
der Integralrechnung weiB, ist hierdurch y,(x) eindeutig bestimmt,
und zwar ist

Y1 (%) = 3o + ff (& 30 (&) dE .

Nun bestimmt man y, so ausd = f(x, 3. (%)), daB y,(x,) = vy, wird,
und findet

Vo (%) = ¥o + ff(f, v, (&) & .

Allgemein wird y,, durch
a :v,.

= f(x yn—l) Yn (xo) = yO
definiert, so daB

Yo (1) = Yo + [ 1(E Ynr () dE

ist. Falls eme der hierbeir vorkommenden Naherungen selbst Ldsung
1st, falls also z B 3, (%) =f(x, y.(%)), ¥Vn(x) =y 15t, so wird
Vosp (¥) = Yo (x) fur p = 0. Anderenfalls 1st zur Bestimmung einer
Losung noch die Konvergenz der y,(x) zu untersuchen. Dabei wird
sich dann auch ergeben, daB die ubrigen Behauptungen unseres Satzes
zutreffen.

Wir wollen zeigen, daB der lim v, (x) existiert und daB die Grenz-
7> 0
funktion y(x) =lim wv,(x) eine Ldsung der vorgelegten Differential-
7 >0
gleichung ist. Zunachst erhebt sich aber die Frage, ob man die an-
gegebenen Schritte tatsachlich ausfithren kann. Das geht dann und nur

dann, wenn die Kurven y = v, (x) fiir das Intervall |x — x| = a
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alle dem zugrunde gelegten Bereich angehoren. Dies ist ohne weiteres
der Fall, wenn der Bereich B so definiert ist: « = # < f§, y beliebig.
Liegt aber ein allgemeinerer Bereich vor, so mull man unter Heranzie-
hung der Bedingung (3) so schlieBen. Wir nahmen an, daBl y = y,(x)
fir | x — %, | = a eine Kurve aus dem Rechteck R ist. Nehmen wir im
Sinne der vollstandigen Induktion an, daB y =y, , () eine Kurve
aus B ist. Dann wird

|92 (®) —y0l < [ 17(E, yaa) [ 26 < M|z — 2.
Nun ist '
|2 — %] <a und Ma < b.
Also ist
[yn (%) — 30| <.

Daher liegen fur |x — x,| =< a alle Naherungskurven y =y, (x¥) im
Rechteck R2.

Weiter bemerkt man, daB fur |x — %, | = a
Y1 (%) — ¥ ()

X — %,

beschrankt ist. Wiahlt man also IV passend, so ist
[91(%) — wo(x) | S NV |x — x].

Ferner wird
|32®) —sa (@) | = | S 1GE 3 —HE ) 4] < M [ |3 (&) — yo(8)|d&

[# — 12

< MN| [ —mlae] = mn 125,
Allgemein wird, wie man durch vollstandige Induktion nachwecist,

]yn(x) "_'yn—]_(x) ] é M"“I-N-i_f__—:_x.?_l_n

n!
Denn nimmt man

| a (8) — Duoa@)| < M2 N 12 5

als richtig an, so folgt aus

V(%) — Ypy (%) =xJ' {F(&s Yna) — F(E, Yuoo)) dE,
dag ’

n!

190 (%) — Y g () | S M| [ | ynoy — Yoo dE| < M. N2 T 200"

1st

* Dues 1st die einzige Stelle, wo von der Voraussetzung (3) oder von | f (#, )| < M
Gebrauch gemacht wird.
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Die Reihe

(%) =nlj)n; Y (%)

=20(%) + 1(%) —yo(*)) + -+ + Pnu(®) — Vpa(#) + - --

kc?nvergiert hiernach absolut und gleixchmaBig fiir alle x mit | x — %, | < a.
Die Konvergenz ist mit der der Reihe fur die Exponentialfunktion
vergleichbar. Sie ist also sehr gut. Wegen der gleichmaBigen Kon-
vergenz ist y(x) stetig in |x — x, | <a. Da y,(x) in R verlduft, ist
f(x, y,) erklart und eine stetige Funktion von x. Aus der LIPSCHITZ-
Bedingung folgt

und daher existiert auch

Lim f(%, y,) = F(x. y)
gleichmafig. Aus

Yn (x) = yo + ff(f, yn*l) a&
ergibt sich daher fur #— oo

y(®) =yo+ J /(5. 5) d§.
Daraus folgt
L — fx, )

So haben wir also emne Losung der Differentialgleichung gefunden,
die der gegebenen Anfangsbedingung genugt Fur | x — x4 | <<a gilt?
fir dieselbe |y (%) — ¥o| <aM < b

Wir wollen uns noch uberzeugen, dal3 sie tatsachlich die ernzige
Losung ist, die die im Existenzsatz ausgesprochenen Eigenschaften
besitzt. Nimmt man an, Y (x) und y (x) seien zwer Losungen, die der
Bedingung

y(%0) = ¥ (%¥0) = Yo

geniigen. u ser das Maximum der Differenz | Y (x) — y(x) | fiir
Xy = % = %y + «. « ist dabe1 eine Zahl, iber die wir gleich noch naher
verfiigen werden. Dann ist

7%, ¥) —f(x.9) | S M| Y —y].
Aus
Y —y =f(x,Y) —[(x,9)
folgt weiter
| Y —y|EMu|x—%|EMp-«.

1 Diese Aussage entfallt in den Fallen, wo M nicht eingefuhrt wurde
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. . 1 .
Sel nun weiter o < 557+ SO ist
IY(x)—-y(x)Ig‘l—;— fir x < x < % + o,

was nur dann keinen Widerspruch gegen die Definition von u be-
deutet, wenn g = 0 ist. Dann fallen aber zwischen x = x, und ¥ = %, +«
beide Losungen zusammen. Ebenso schlieBt man im Intervall x, — «
< x = x, usw. Tatsichlich existiert also nur eine Losung bei gegebener
Anfangsbedingungl. Anfangsbedingung heiBt dabei die Bedingung, daB
fiir y (%,) = ¥, sein soll. Es ist also am Anfang eines Intervalles, in dem
eine Losung gefunden werden soll, ihr Wert vorgeschrieben. Der ein-
gangs ausgesprochene Satz ist nun in allen Teilen bewiesen. Die Ge-
samtheit der nach ihm vorhandenen Integrale machen das allgemeine
Integral der Differentialgleichung aus Jedes einzelne derselben heiBt
ein partikulires Integral. (Vgl dazu die vorlaufige Erklarung S. 19.)

2. Bemerkungen: 1. Unsere Beweisfuhrung laB8t nicht erkennecn, inwiewert
die gemachten Voraussetzungen fur die Richtigkeit der Behauptungen notwendig
sind. In dieser Hinsicht hebe ich folgendes hervor. Fur die Existenz der Losungen
reicht die Stetigkeit von f(#, ) hin Erst fur die Einzigkeit der Losung, d.h.
thre eindeutige Bestimmtheit durch die Anfangsbedingungen muf3 emne weitere
Bedingung wie die Lipscuirzsche gefordert werden Dies hat zuerst PEANO er-
kannt®. Einen besonders durchsichtigen Beweis hat PeErRrRoN3 gegeben Einen
Beweis dafur, daB8 (1) ber bloBer von f(#x, ¥) vorausgesetzter Stetigkeit stets
Losungen besitzt, findet der Leser auf S 46ff dieses Buches Daf3 die Einzigke:t
der Losung ohne LipscHiTz-Bedingung verlorengehen kann, sieht man schon bei
der Dafferentialgleichung

+7V]y] fur x>0

/= 0 fur ¥ =0
=]/]y| far » < 0
x| x|

an der Stelle ¥ = 9y = 0. Denn ¥y =0 und y = sind zwe1 I.osungen durch

diesen Punkt Vgl auch S 70ff
2. Die Gute der Konvergenz unseres Verfahrens, d. h die Zahl der Schritte,
welche man notig hat, um eine gewisse Annaherung an die Integralkurve zu er-

4

zielen, hangt wesentlich von der Zahl M, d h von dem Maximum von 88_; in

dem Rechteck ab. Man kann sich geometrisch leicht uberlegen, daB man es in
emnem gewissen MaBe in der Hand hat durch eine passende Substitution, die
geometrisch auf emme Drehung des xy-Koordinatensystems hinausliduft, hier

1 Man kann unschwer unser Ergebnis dahin erganzen, daB es auBer der ge-

fundenen keine Losung gibt, fur die lim f(¥) = y, 1st Wenn man also von ciner
X%,
Losung f(¥) nur voraussetzt, daB sie fur x, < ¥ << x, + a differenzierbar ist,
and daB lim f(x) = 3, 1st, so 1st sie schon mit der 1im Existenztheorem angegebenen
X > X,

identisch ’

2 Math Ann Bd 37. 1890 Vgl dazu G.Mie Math. Ann. Bd 43. 1893.

3 Math Ann 76.
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emnigermaBen gunstige Verhaltnisse zu schaffen Schon S 2 war von der geo-
metrischen Deutung der Differentialgleichung die Rede. Ihr geometrisches Aqui-
valent war emn Feld von Linienelementen. Man kann demselben emne gewisse
Ubersichtlichkeit dadurch verschaffen, daB man die Linien einzeichnet, in deren
Punkten Linienelemente gleicher Richtung liegen Wir wollen sie die Isoklinen

der Differentialgleichung nennen. Wenn nun aa—; einen groBlen Wert hat, so be-

deutet das geometrisch, daB sich auf den Parallelen zur y-Achse die Richtung
der Linienelemente rasch andert, daB also diese geraden Linien die verschiedenen
Isoklinen in rascher Folge durchsetzen. Wenn man also das Koordinatensystem
so legt, daB die Isoklinen einigermaBen senkrecht zur Richtung der x-Achse

- 9
stehen, so wird im neuen System 3:5 einigermafen klein werden und dann wird

die Konvergenz unseres Verfahrens besser. Das wurde auch bei der zeichnerischen
Durchfuhrung der Methode der sukzessiven Approximationen zur Geltung kommen

8. Integralkurven in Parameterdarstellung. Durch eine Differential-
gleichung wird jedem Punkte des Bereiches B eine Gerade zugeordnet.
Dabei ist es gemalB den uber f(x, v) gemachten Voraussetzungen aus-
geschlossen, daB3 die gegebenen Geraden der y-Achse parallel werden.
Die geometrische Auffassung 1a8t somit als willkiirlich erscheinen, was uns
wohl bisher als vernunftige Annahme erschien. Drehung des Koordinaten-
systems kann bewirken, daf3 f(x, v) an einzelnen Stellen unendlich wird,
und umgekehrt kann man ein solches Unendlichwerden von f (x, v) durch
Anderung des Koordinatensystems in der Umgebung eines Punktes viel-
fach beseitigen, indem man durch Drehung des Koordinatensystems zu
einer anderen Differentialgleichung ubergeht, die auch in dem bisherigen
Ausnahmepunkt unseren Voraussetzungen genugt, die aber in seiner
Umgebung dieselben Geraden vorschreibt, wie die gegebene. Emn Un-
endlichwerden von f(x, y) braucht also nicht notwendig ein singulares
Vorkommen im Geradenfeld zu bedeuten Es kann einfach auf der Lage

des Koordinatensystems beruhen, und bedeuten, daBl eine Integral-
kurve des Geradenfeldes! der y-Achse parallel wird. Wenn z B }711—7)

stetig bleibt, konnen wir durch Vertauschung von x und y zum Ziele
gelangen Am besten entspricht aber der Ubergang zur Parameter-
darstellung der geometrischen Sachlage Man kann durch irgendeine

Gleichung% = @ (x, y) mit stetigem ¢ (x, y) den Parameter ¢ ein-

fuhren. ¢ (%, v) soll dabei langs einer Integralkurve nirgends verschwin-
den Tragt man namlich rechts die Gleichung y = f(x) einer Losung
ein, so gewinnt man hieraus durch Quadratur ihre Parameterdarstel-
lung?, wober noch der ¢ = 0 entsprechende Punkt auf jeder Losung
beliebig wahlbar bleibt, wie es der noch auftretenden Integrations-
konstanten entspricht Durch Emfithrung dieses Parameters ¢ kann

1 d h eine Kurve, die in jedem ihrer Punkte die Feldgerade berubrt
2 ; azx lso & = J‘—d o
Es wird also E——qo(x,j(x)), also ¢ = sE. @

BieserBACH, Differentialgleichungen 3 Aufl. 3
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man dann statt fz—g = f(x, v) auch schreiben ‘;:: = f- ¢ und so diecse
eine Differentialgleichung durch das System x' = @, " = f- ¢ ersetzen.
Ein entsprechender Existenzsatz lehrt dann wieder, daB es unter ent-
sprechenden Bedingungen fir f und ¢ genau eine Losung gibt, die fiir
t =t, die Werte %, und y, annimmt. Denkt man noch an die Will-
kiir in der Wahl des # = 0 entsprechenden Punktes, so kann man auch
sagen, es gehe nach wie vor durch jeden Punkt x,, y, genau eine Inte-
gralkurve des Geradenfeldes, d. h jetzt eine L&sung des angegebencn
Systems!. Diese Betrachtungen legen es nahe, den Existenzsatz auf
Systeme von Differentialgleichungen auszudehnen.

4. Systeme. Man kann nun aberauchauf Systeme direkt die Methode der
sukzessiven Approximationen ohne jede nennenswerte Anderung dber-
tragen und so auch noch allgemeinere Systeme betrachten wie z. B.

ay
d;""f(x’ylz)’

d
= g(x,y,2).

Hier wird man dann x, v,z als drei Raumkoordinaten deuten.
Geometrisch bedeuten dann diese Gleichungen wieder, daf8 jedem Raum-
punkt aus einem gewissen Bereich ein Linienelement zugeordnet wird.
Und dann geht wieder durch jeden Punkt eine Losung. Ich formuliere
nun gleich den Satz fur das allgemeinste System-

dy N 5
dx‘ (X, Y1 o vvsYn) (Z=1,2...m).

Die Funktionen f,(%, ¥4, - - . , ¥n) Seren in ewnem gewissen Bereich der

x,¥,, also z. B. in dem Bereich R: | x — xo | < a,|y, —3° | < b, ern-

1 Die durch emmen Punkt gehende Integralkurve des Geradenfeldes andert
sich nicht, wenn man vom Parameter ¢ zu emnem anderen ubergeht Denn i1st
dx

= f(»., %), dt == g(x, y) emn System, das jedem Punkt eine Feldgerade zu-

WelSt, so 1st auch

et nre o, Pepw e, )
fur jedes nicht verschwindende 4 (¥, y) emn ebensolches System Es geht aus dem
ersten hervor, wenn man durch 'g’:} = h(x, y) den neuen Parameter Tt cinfuhrt
Ist dann v ==x(f), ¥y = y (), #(t;)) = 45, ¥ ({g) = ¥, e1ne Integralkurve des ersten Sy-

stems, so 1stx = ¥ (¢(z)), ¥y = y (¢(z)), t(ry) = ¢, offenbar dieselbe Kurve, aber
auch Integralkurve des zweiten Systems, da #(7) durch

=T +J‘h(x(t) v ()

geliefert wird.
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dewulig und stetig erklart. Es sei davin
(4 [f.| <M, und es sei b, > aM,.
Endlich sei in R die L1PsCHITZ-Bedingung

(B) [F(#: 5%+ s vp) — F& 9L uyn) | <M{|yi—yi| + - - -+ |ya—v2l}
erfiillt. Dann gibt es gemaw n in | x — %, | < a stetige und mit stetigen
ersten Ablettungen wverseheme Funktionen v,(x), welche diesen Diffe-
rentialgleichungen gemiigen, [iir welche y,(x,) = y'® ist, und die in
| % — x4 | << a stetig sind?

5. Zusatz. Kommt insbesondere auf der rechten Seite x nicht vor,
so kann man x liangs vielen Integralkurven als Parameter auffassen
und zu einem eine Gleichung weniger umfassenden System iibergehen.
Durch jeden Punkt des x, v,-Raumes geht dann genaueineLosung, die das
ursprungliche System in Parameterdarstellung liefert. Denken wir ins-
besondere an das ebene System zuruck, wo also zwei auf einen Para-
meter ¢ bezogene Differentialgleichungen x’ = f(x, v), v' = g(x, y) vor-
liegen, so ist dieser Ruckgang auf eine Gleichung nur dann nicht méog-
lich, wenn an einer Stelle xq, v, sowohl f (x4, vo) Wie g (%, Vo) verschwin-
den. Dann wollen wir diese Stelle eine singulare nennen Wir werden
solche singulidre Stellen bald noch ausfuhrlicher behandeln. Hier sei
nur einiges angefuhrt, was aus unseren bisherigen Darlegungen von
selbst sich ergibt Der fur Systeme ausgesprochene Existenzsatz ist
auch hier ohne weiteres anwendbar. Es gibt genau eine Losung, welche
fuir ¢ = ¢, die Werte x, und y, annimmt, das ist eben die Lésung x = x,,
Y = v,, der geometrisch in der x-3y-Ebene keine Kurve, sondern eben
nur der singuldre Punkt entspricht Auch hier ist wieder? zu bemerken,
daB unsere Beweisfithrung die Behauptung mit umfaBt, daB es auch
keine weiteren Losungen gibt, die bei endlichem £, fiir £ - 7, gegen x,
und 1y, konvergieren. Wohl aber kann es weitere Losungen geben,
welche fur z— oo gegen x, und vy, konvergieren. So sind ja z B fur die
Differentialgleichung

iy _ ¥

dx  x°
deren singularer Punkt x = y = 0 1st, alle Geraden y = mx Losungen.
In Parameterdarstellung kann man das System x’ = x, ' = vy wahlen,
und x = et xq, y = ety,

1 Es ser dem Leser als nutzliche Ubung uberlassen, die fur eine einzelne
Differentialgleichung in diesem Paragraphen vorgetragene Beweisfuhrung auf
Systeme zu ubertragen Besonders mag aber fur spatere Anwendung hervor-
gehoben werden, daB auf die Bedingung (4) dann verzichtet werden kann, wenn
der Bereich R so erklart ist: |# — %, | << @, alle y beliebig. Das trifft insbesondere
fur Systeme linearer Differentialgleichungen zu, d.h. dann, wenn die f, lineare
Funktionen der y sind. Ebenso entfallen die Voraussetzungen (4) fur alle die-
jenigen unter den f, die z. B 1n den y linear sind

2 Vgl die FuBnote 1 auf S 32

3*
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werden Losungen, welche fur #— — oo gegen % = 0 und gegen y =0
streben, obwohl x = 0 und y = O die einzige Ldsung des Systems ist,
welcher der Koordinatenursprung angehort.

Eine jede Differentialgleichung héherer Ordnung kann als Spezial-
fall eines Systems aufgefaBt werden Betrachten wir z. B. die Differential-

gleichung zweiter Ordnung

(6) V' =f(x,v.5),
so kann man y’ = z setzen. Dann ist (6) aquivalent mit dem System
(7) y =z

Z=f(x,y,2).

So folgt aus dem Existenzsatz fur Systeme auch ein Existenzsatz fur
Differentialgleichungen hoherer Ordnung. Wir kommen S. 140 darauf
zuruck.

§ 2. Die graphische Darstellung der Differentialgleichungen.

Fur unsere Zwecke ist die Darstellung vermittels der Isoklinen
die wichtigste. Wir haben oben schon dargelegt, da3 eine Differential-

gleichung
22 — f(x,9)
oder ein System von Differentialgleichungen
%:g(x’y), %:—-h(x,y)

, jedem Punkt eines Bereiches B, in
¥ A" dem f(x, ), g(x, ), h(x, y) cm-
/ deutig, stetig und mit stetigen Ab-
! leitungen crster Ordnung verschen
™ / sein sollen, und in dem g und 2
g ! nirgends gleichzeitig verschwinden,
Zz / eine Gerade zuordnet, und daB also
Lo eine Differcntialgleichung durch cin
7 . !/ . 13 Feld wvon Linienclementen gra-
et phisch dargestellt wird Um nun 1n
g &?: diese Darstellung eine gewissc Uber-
Abb. Sa. Abb. 3b. sichtlichkeit zu bringen, verbanden
wir die Punkte des Bereiches,
Welch.en die gleiche Richtung zugeordnet ist, durch Kurven, die wir
Isoklinen nannten (vgl. S 383). Wir versehen die einzelnen Isoklinen

mit Nummern und merken uns in einem mnebenan verzeichneten Ge-
radenplan die zugehorigen Geraden an?

1 Man konnte naturlich auch gerade Linien der verlangten Stellung an die



§ 2. Die graphische Darstellung der Differentialgleichungen. 37

In Abb. 3 verzeichnen wir das Bild der Differentialgleichung
ay x

ax y
Abb. 4 zeigt die Differentialgleichung

ay __ .2 2
i e il P

\¥

wobel der kleinste Kreis-
radius als Langeneinheit \
gedacht ist.

Eine besondere Eigen-
timlichkeit weisen die
Linienelemente der Iline- / \1\
aren Differentialgleichun-
gen auf Diejenigen Li- \\- _/
nienelemente niamlich,
welche zu Punkten mit

gleicher Abszisse gehdren,
sind auf einen festen
Punkt hingerichtet. Wenn
namlich die Differential-
gleichung

Y+ i)y +gx) =0
gegeben ist, so gehort das Linienelement des Punktes x, y der Geraden

n=y—Fxy+gx)(E—=)

an. Das Linienelement des Punktes x, vy, aber liegt auf

N =1y — (%) ¥y + g (%) (§ — x).
Beide Geraden schneiden sich im Punkt
— 1 __&g»
E=x+7m M= Fm
dessen Koordinaten also nur von x, nicht von y oder y; abhangen.
Man kann daher die Leitkurve

_ 1 —_&8®
E=x+7m" K 7 (@)

Abb. 4a. Abb. 4b.

statt der Isoklinen verwenden, wenn man zu jedem threr Punkte die
zugehorige Abszisse x derjenigen Linienelemente x, y,y” anmerkt,
welche auf diesen Punkt hingerichtet sind Natiirlich kann man von

Isoklinen selbst zeichnen Es wurde aber Wurwarr geben, wollte man sie her
solang wah‘_'len, daB man mit einiger Sicherheit dann durch andere Punkte Parallelen
dazu ziehen kann.
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hier aus auch leicht das Isoklinenfeld selbst zeichnen. Abb. 5 zeigt das

Bild der Differentialgleichung

Y =9x 4+ 1

hj

mit der Leitkurve

Will man also z B. das
zum Punkt (2, 3) gehorige

¥ir

Abb 5.

die Abszissen x angeschrieben.

Linienelement finden, so
sucht man den Punkt der
Leithyperbel, dessen Ordi-
nate # = — % ist und ver-
bindet ihn mit (2, 3) Dies
liefert die Richtung des Li-
nienelements. (Vgl. Abb. 5,
an die Hyperbelpunkte sind

In unserem Beispiel ist also der
Hyperbelpunkt zu nehmen, an dem 2 steht.)

Will man ausgehend von der Leitkurve die Isoklinen zeichnen,
z B. die zu 3y’ = 2 gehorige, so lege man durch alle Punkte der Leit-

NNG R

Abb 6.

kurve Parallele zu der ge-
wunschten Richtung der Li-
nienelemente und bringe diese
mit den zu den einzelnen Kur-
venpunkten gehorigen Par-
allelen zur y-Achsce zum
Schnitt So erhalt man zu
jeder Abszisse denjcnigen
Punkt, dessen Liniecnelement
die gewtunschte Richtung hat.

Sowohl Isoklinenfeld wie
Leitkurve konnen auch mit
Vortell verwendet werden,
wenn es sich darum handelt,
in der schon angedeuteten

Weise eine erste Naherungslésung der Differentialgleichung zu zeichnen.
Abb 6 zeigt eine solche fiir die Differentialgleichung

Y =24 y2.
Man kann die Naherungen dadurch verbessern, daB man die Iso-
klinen dichter wihlt. Auch empfiehlt es sich, in dem Streifen zwischen
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zwel aufeinanderfolgenden Isoklinen die Naherungskurve nicht mit
einer der auf den Isoklinen vorgeschriebenen Richtungen zu zeichnen,
sondern dazu das arithmetische Mittel der auf beiden vorgeschriebenen
Richtungen zu verwenden. DaB dies Verfahren bei geniigender Ver-
feinerung gegen die wahre Losung konvergiert, werden wir bald be-
weisen und dabei gleichzeitig auch die Giite der bei jedem Schritt er-
reichten Niherung abschatzen.

§ 3. Wie beurteilt man die Giite einer Niherung?

Wenn man iragt, wie gut eine Naherung mit einer L&sung iber-
emstimmt, so verlangt man damit eine Abschitzung der Differenz
zwischen der Naherung und der Loésung. Oben, bei der zeichnerischen
Behandlung der Differentialgleichung, waren wir in Versuchung, schon
zufrieden zu sein, wenn wir nur sahen, daB die betreffende Funktion
angenahert der Differentialgleichung genugt, oder anders ausgedriickt,
wenn sich herausstellte, daB die Tangenten der Losungen angenihert
mit den in den Punkten der Kurve im Feld vorgeschriebenen Geraden
ubereinstimmten. Und hier erhebt sich das Problem. Ich formuliere es
so Man hat zwei Differentialgleichungen

(1) 2 = f(x,9),
@) Yt YY)+ 4 7Y).
f(x,y) soll in emem Bereich B stetig und beschrankt sein und einer
LripscHiTzschen Bedingung gentigen. 4 (x, ¥) soll in B beschriankt sein?
Dazu kommt noch emne gleich zu nennende weitere Voraussetzung.
Man wunscht zu wissen, wie gro3 die Differenz zweier Losungen der
beiden Gleichungen sein kann, wenn diese Ldsungen den gleichen
Anfangsbedingungen genugen. Man wird naturlich erwarten, daB3 ein
kleines A (x, y) einen geringen Unterschied der Losungen bedingt, oder
mit anderen Worten, daB3 die Lésungen sich stetig mit der Differential-
gleichung andern. Es soll sich aber auch darum handeln, den Unter-
schied der Losungen abzuschatzen

Man braucht nur wieder die Lésungen nach der Methode der suk-
zessiven Approximationen zu konstruieren; dabei ergibt sich die Be-
antwortung unserer Frage mit Leichtigkeit. Zur Vereinfachung der
Rechnung wollen wir bei beiden Differentialgleichungen die gleiche
erste Naherung verwenden. Als solche Naherung benutzt man emne
Lésung Y (x) der zweiten Differentialgleichung, weil man sonst an-
gesichts der wenigen iiber 4 (x, Y) gemachten Voraussetzungen nicht
sicher ist, daB das Verfahren konvergiert. Ich setze neben der Existenz

1 Stetigkeit wird nicht vorausgesetzt.
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dieser Losung voraus, daB ‘diese Lésung stetig und mit einer Ableitung
versehen sei, die bis auf endlich viele Spriinge stetig ist Dicse erste

Niherung sei
Yo (%) =Y () -

Die Losungen sollen so bestimmt werden, daB sie .fiir x = x, den Wert
Yy = y, erhalten. Namentlich ist also y,(%e) = Y,(%o) = yo- Ich setze

|4 (x,9) | < 9.
Dann finde ich zunichst die beiden Naherungen

¥y (%) = yo + sz (£, Y0 (&) A&

und
Y () =yo+ JH(E, 90 ) dE + [ A (5,50 (5) a6
& o
Ihr Unterschied kann sofort abgeschatzt werden
[ Y (%) — (%) <O|x — % |-
Daher wird weiter?
If(x:Y)—“f(x:yl)]<MIY—y1|<6Mlx_"xo .
So erhalt man dann die Abschatzung
[Y (%) —ye (%) | =

=lf{f(es,m—f(f,yo}dﬂjA(f,Y)dé;<6M'—”—"2—"°—"2+6ix-—xol-
];araus ergibt sich wieder “
116, X)) — 7 (@, 30) | < M| Y — 3| < 820215500 4 sar (0 — ).
Und daraus findet man
|Y-y3i<6M2E:3%£+6M|1—?2ﬂ|f+6[x~xo|.

Durch vollstandige Induktion bestatigt man, daB allgemein

n—1

,Y_ynl<5M"—1m+5M”“2’—»:—x—oll), + -4 0| x — x5

Da aber nun fur die Losungen Y (x) und y (x) selbst
Y (%) — v () = Im (Y (x) — y, (%)}
n~+o0

wird, so findet man aus unseren Abschatzungen :
(3) [ Y (%) —y(x)| < 8|x — x| eMlz—20l

! Unsere Annahme uber Y,(#) hat zur Folge, dafB alle Y, (»¥) mit Y (x) uber-
einstimmen. M hat die auf S 28 angegebene Bedeutung
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Diese Formel ist es, die wir gewinnen wollten. Sie gilt fiir jedes Intervall,
in dem nach S. 27ff. das Verfahren der sukzessiven Approximationen
konvergiert. Die Linge dieses Intervalles hangt daher nur vom Bereich
B und vom Maximum des absoluten Betrages von f(x, ) ab.

Sie bringt u. a. zum Ausdruck, dafB sich bei festen Anfangsbedin-
gungen die Losungen stetig mat der Differentialgleichung andern.

Ich wende dies insbesondere auf den Fall an, daB die rechte Seite
einer Differentialgleichung

Z—i =f(x,y,Hn)

stetig von einem Parawmeter yu abhangt, genauer, daB sie eine stetige Funk-
tion von x,y und dem Parameter p ist, solange x, <y einem Berewch B
und pu eimem Intervall I angehéren. Dann hangen auch die Losungen
bei fester, d. h. von u unabhdngiger Anfangsbedingung stetig von wp ab.
Wenn auferdem f(x,y, u) erste Ableitungen nach vy und nach pu besitz,
die ihrerseits stetig von x,y, u abhingen, so besitzen auch die Losungen
erste Ableitungen nach u, die stetig von x und u abhangen.

Die erste Halfte der Behauptung, welche sich auf die stetige Ab-
hangigkeit der Lésungen von x und u bezieht, ergibt sich unmittelbar
als Anwendung der voraufgegangenen Betrachtungen. So bleibt nur
noch der auf die Differenzierbarkeit bezugliche Teil der Behauptung
zu beweisen. Dazu bilde man den nach u genommenen Differenzen-
quotienten auf beiden Seiten der Identitit

a >
(4) ~~y~£—ﬁ—)=f(x,y(x,ﬂ),u)-
Man erhalt
i(y (#, 4+ Au) —y(xsm) Ty Ay, u+ Ap) — (¥, 7, 8)
ax Aup - Ap
Dafur kann man kurz schreiben?
d 14 E] 4
(5) (55 =55y + 04y, u+ 04w
+ 5Ly + 04y, p+04u) ©<d<1).

Das 1st bei festem p und Au emne lineare Differentialgleichung fur den
Differenzenquotientenj—z , eine Gleichung, deren Koeffizienten an der

Stelle A = 0 noch stetig von dem in die Losung eingehenden Para-
meter Au abhangen? Fir Au — 0 gehen die Koeffizienten der Daif-

1 Im Falle, wo f(#, ¥, p) analytisch von ¥, u abhangt, entwickle man rechts
nach Potenzen von Ay und Au (statt der Anwendung des Mittelwertsatzes)

2 Unter den Ableitungen denken wir uns die Funktion y (¥, &), also auch
Ay eingetragen Ebenso denken wir uns & als Funktion von # und g und 4 u ein-
gesetzt. Die Koeffizienten der linearen Differentialgleichung konnen also als
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ferentialgleichung (5) in die der linearen Dafferentialgleichung

©) AR N EE - AN
uber. Fur u ist namlich eine feste Zahl zu nehmen, so daB3 y(x, )
eine wohlbestummte Funktion von x ist. Daher ist auch bei festem
Auw, Ay eine wohlbestimmte Funktion von x, die fur Au — 0 gleich-
maBig in x gegen Null geht. Daher unterscheiden sich bei festem Ay
die Koeffizienten von (5) von denen von (6) um Funktionen von x,
die fur Au — O gleichmdBig in x gegen Null streben. Man wird ver-
muten, daB die bei x, verschwindende Losung von (5) bei diesem Grenz-
ubergang Ay — 0 stetig in die bei x, verschwindendc Losung von (6)
ibergeht. Falls dies richtig ist, so besitzt %% fir A~ 0 cinen Grenz-
wert, und somit ist die bei x, der Bedingung y(x,) = v, geniigende
Lésung von (4) eine differenzierbare Funktion von u, deren Ableitung
nach u stetig von x und p abhingt. Den Beweis erbringt man am besten
durch direkte Integration der linearen Gleichungen (5) und (6) (vgl
S. 11). Die dort gegebene Auflosungsformel 148t die Richtigkeit unserer
Vermutung sofort erkennen. Man kann den Beweis aber auch dadurch
fithren, daB man das iiber die Differentialgleichungen (1) und (2) ge-
wonnene Ergebnis (3) auf die Differentialgleichungen (6) und (5) an-
wendet, wobei also (1) durch (6) und (2) durch (5) zu ersetzen ist
Wendet man die gleiche Betrachtung auf (6) an, dessen Lésung

oy . . . .
z = 2’% ist, so erkennt man, daBB aus der Existenz und Stetigkeit der
Ableitungen von f nach y und g bis zur n-ten Ordnung cinschlieBlich

die Existenz und Stetigkeit von % folgt

Bemerkung: Alle Ergebnisse lassen sich auf Systeme ubertragen  Der
Leser uberlege sich, welche der vorgetragenen Bewcismethoden man zweck-
maBig verwendet.

§ 4. Abhiangigkeit von den Anfangsbedingungen.

1. Stetigkeit. Der naiven Anschauung liegt die Auffassung nahe,
daB eine geringe Anderung der Anfangsbedingungen cine nur geringe
Anderung der Losung nach sich zieht. Wir wollen die Richtigkeit
dieser Ansicht bestitigen und zugleich eine Abschatzung der Losungs-
anderung gewinnen. Auch hierzu leistet die Methode der sukzessiven
Approximationen gute Dienste. Es sei

(1) 2= ()

gegebene Funktionen von x» angesehen werden. Der Differenzenquotient % 1st
zwar auch bekannt Doch soll gerade die lineare Daifferentialgleichung benutzt
werden, um Niaheres uber ihn zu erfahren.
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die Differentialgleichung?. Die Anfangsbedingung fiir die Lésung Y (x)
derselben se1

Y (%0) = yo;
fur die Losung y (¥) aber sei y(x,) = y, + &, wo | ¢ | < # set.  bedeutet
eine vorgegebene positive Zahl.
Dann seien

Yo (%) = v, Yo (%) =30 + ¢
Yy (%) = v, +xff(s, Yo(x))dE vy (%) = yo+ &+ J F (& v0(&))dE

Yy (%) = 5o +xf f(&. Y,)dé Yo (¥) = ¥ + & + j:f(f: yi(8)dE

Folgen von Nﬁherungsl.c')'sungen.
Daraus gewinnt man

[ Y1 () — 91 (0)| < 9+ Mz — x|
| Ve (%) ——yz(x)l<77+M17[x—x0[+M2,7_'_"’;”of‘ )

Volistindige Induktion lehrt allgemein

—_ 2 — in
| Y (@) — ¥, (%) | <7 + M|z —x| 4+ el Zol g pymylZ—Fol”
Durch Grenzubergang folgt
(2) 1Y (%) —y (x) | = m eMI7=%l,

Wir haben damit zugleich auch die GroBe des Einflusses ab-
geschatzt, welchen emne Anderung der Anfangsbedingungen auf den
Verlauf der Integralkurve aufBlerstens haben kann. Hatte es sich uns
lediglich darum gehandelt, aufzuweisen, daB die Losung stetig von 1y,
abhangt, so hatte die Bemerkung genugt, da8 die Naherungslosungen
stetig von y, abhangen und daB die Reihe

Yo + X ¥V — Yn—)
gleichmaBig 1n y, konvergiert. Das folgt emnfach daraus, dal die Ab-
schatzungen auf S. 380 von der speziellen Wahl von y, unabhangig
sind, wofern nur (x,, v,) ein Punkt aus dem S 28 eingefuhrten Recht-
eck ist. Man gehe nur unter diesem Gesichtspunkt die Betrachtungen
von S. 28ff erneut durch!
Die Losungen sind also stetrge Funktionen der Anfangsbedingungen:

y =y (% Yo)-
Zu einem zweiten Beweis dieses Ergebnisses gelangt man durch
Anwendung des auf S.d40 gewonnenen Satzes. Man mache, um das

1 Wir knupfen an die Voraussetzungen und die Bezeichnungen der S 27ff. an.
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emnzusehen, in (1) die Substitution y(x) = z(x) + & Dadurch geht
(1) in

d
(3) e =f(mzt )

iber. Die Lésung y (x) von (1) mit der Anfangsbedingung v (x,) =y,+¢
geht m eine Loésung von (3) mit der Anfangsbedingung z(xo) = y,
uber Man hat also eine Losung Y (x) von (1) und eine Ldsung z(x)
von (8) mit gleicher Anfangsbedingung zu vergleichen. Daher liefert
die Abschatzung (3) von S. 40
|V (%) —z(x) | < M|x— x| eMr—rl.
Daraus folgt
Y (x) —y @) | <5+ nM|x— x| eM>—%l,

emn Ergebnis, das je nach den Werten von 7, M | x — x, | besser oder
schlechter sein kann, als das oben auf direktem Wege gewonnene (2).

Die Lange des Intervalls, in dem die gefundemen Abschatzungen gelten,
ist allein dadurch bestimmt, dafl das benutzie Verfahren der sukzessiven
Approximationen konvergiert. Nach S. 40/41 hangt daher die Intervallange
nur vom Bereich B und vom Maximum des absoluten Belrages von | ab.

2. Differenzierbarkeit. Die eben verwendete Methode hat aber
den Vorteil, daB sie auch AufschluB uber die Differenzierbarkeit der
Losungen als Funktionen der Anfangsbedingungen liefert Wir konnen
namlich ¢ 1n (3) als einen Parameter x4 auffassen, von dem die Losungen
abhangen So liefert der auf S 41 bewiesene Satz unmittelbar das Er-
gebnis, daf die Losungen von (1) eine stetige erste Ablettung nach vy,
besitzen, falls f(x, y) eine stetrge erste Ableitung nach vy besitzt, sowie
daf die Ablettungen der Losungen nach vy, bis zur n-tenm Ordnung ein-
schlieflich existieren und stetrg sind, wenn die Ableitungen von f(x, y)
nach 1y bis zur n-ten Ordnung ewnschlhieflich stetrg sind

8. Zusatz. Die Betrachtungen dieses Paragraphen lassen sich wiceder
auf Systeme ubertragen Hieraus oder auch direkt kann man weiter
schlieBen, daB die Losungen auch stetig von dem Anfangswert x, ab-
hangen. Man kann sie also in der Form

(4) Y = @ (¥; %0, Yo)
schreiben und hat dann, falls noch die ersten Ableitungen von f(x, )
nach x und y stetig sind, in @ (x; %,, 3,) eine samt ithren Ableitungen
erster Ordnung stetige Funktion vor sich. Man kann diese Gleichung
nach y, auflosen und schlieBen, daB3 die Auflésung

Yo = (%,, %)
selbst samt ihren ersten Ableitungen stetig von x, y, x, abhangt. Die
Auflésung von (4) ist namlich durch

Yo = @ (%03 %, V)
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gegeben. Wenn man nimlich mit (¥, ¥) einen Punkt der durch (x,, ¥,)
gehenden Losung bezeichnet, so ist diese Ldsung auch durch diesen
Punkt bestimmt. Demnach muB insbesondere die durch %, y bestimmte
Lssung durch x4y, gehen. Also ist

yO = ¢(x0;x: y):

und diese Funktion ist samt den ersten Ableitungen stetig in den
mehrerwahnten Rechtecken.

4. Bemerkung: Die Uberlegungen dieses Paragranhen erlauben es auch, den
EinfluB ewmner gleichzeitigen Anderung von Anfangsbedingung und Differential-

gleichung zu beurteilen. Wenn man dies z B auf Differentialgleichungen anwendet,
deren rechte Seite

F =, y.0)
stetig von #x, ¥ und emmem Parameter ;& abhangt, so erkennt man, dd3 die Lésung,
welche fir x = %, den Wert y, annimmt, stetig von den beiden Variablen y,
und p abhangt. Denn ewne gleichzeitige geringe Anderung von y, und @& zieht eine
geringe Anderung von f(x, ¥, #) und also eine geringe Anderung der Losung ¥
nach sich

§ 5. Die EULER-CAUCHYsche Polygonmethode.

1. Die Methode. CaAucHY hat die bekannte zur Definition des be-
stimmten Integrales dienende Methode auf Differentialgleichungen iiber-
tragen Wir haben den Amnsatz dieser Methode schon mehrfach zur
naherungsweisen Integration verwendet. Schon EULER lehrte ein ge-
nahertes Integral dadurch finden, da man vom Anfangspunkt aus in
der dort vorgeschriebenen Richtung ein Stiuck weit vorgeht, in emnem ge-
wissen Punkte dann zu der dort vorgeschriebenen Richtung uibergeht,
um diese ein Stuck weit einzuhalten usw. Aber erst CAUCHY hat be-
wiesen, daB3 die Polygone gegen Integralkurven konvergieren DalB dem
so ist, kann man mit den uns zu Gebote stehenden Mitteln am raschesten
folgendermaBen emnsehen Die durch das Polygon dargestellte Funktion
ist die genaue Losung einer allerdings unstetigen Differentialgleichung

ay
dx

Man definiere namlich F (x, Y) = f(x, Y) uberall auBer in den Punkten
des Polygons. In den i1hm angehorigen Punkten setze man F(x, Y)
gleich dem Richtungskoeffizienten der oder einer der hindurch gehenden
Polygonseiten.

Ich schreibe dann die Hilfsdifferentialgleichung so

= F(x,Y).

%=f(x, Y)+{F (% Y)—f(xY)}.

Setze ich dann noch F — f = A4, so werden die Betrachtungen von
S. 39ff. anwendbar. Jedenfalls soll f(x,y) der LipscHITzschen Be-
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dingung geniigen. Daher konvergieren die auf

2y

7z = 1 (%)

beziiglichen Naherungen y,. Die auf

ay
beziglichen Naherungen Y, smnd aber offenbar alle identisch, wenn
man wie S. 39 fur Y, die genaue Losung Y (x) dieser Differentialglei-
chung, das bekannte EUrLER-CaucHYsche Polygon, nimmt. Diese Tat-
sachen genigen aber, um die Betrachtungen von S. 39ff. anwendbar
zu machen. Man findet daher fir den Unterschied zwischen der genauen
Losung dureh (%, ¥o) und der EULER-CAUcHYschen Naherung

|V (%) — y (%) | << 8| x — x| M |2—%] .

Dabei ist offenbar & weiter nichts als eine obere Schranke fur den
absoluten Betrag der Differenz zwischen dem in emmem Punkte des
Polygons durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen Richtungs-
koeffizienten und dem 1m gleichen Punkte vom Polygon innegehaltenen
Richtungskoeffizienten. § kann daher wegen der gleichmaBigen Stetig-
keit von f(x, ) dadurch beliebig klein gemacht werden, daB man die
Polygonseiten hinreichend kurz wahlt. Man hat also das Resultat

Wenn lings einer jeden Sette des EULER-CAUCHYSschen Polygons
die Schwankung von f(x,y) Eleiner als & bleibi, und wenn ferner wm
ganzen Bereich f(x,1y) der LipscHITZschen Bedingung von S 28 genug!,
so ist der Unierschied zwischen der gemauen Losung von

%——“f(x,y)

und der EULER-CAUCHYschen Naherung kleiner als
O|x — x| M=%l

2. Verallgemeinerung des Existenzsatzes. Ich will noch cine An-
wendung der EULER-CAUCHYschen Methode angeben Es soll sich darum
handeln — wie schon S. 32 in Aussicht genommen wurde — zu be-
weisen, daB der Existenzsatz von S. 27/28 fiir Differentialgleichungen

(1) Y — 5y

mit einer gewissen Einschrankung schon dann gilt, wenn nur f(x, y)
in einem gewissen Bereich B stetig ist. Die Emschrankung liegt darin,
dafB jetzt durch jeden Punkt von B zwar mindestens eine Losung -von (1)
geht, daB es aber jetzt, wie schon S. 32 bemerkt wurde, im allgemeinen
mehr als eine Losung durch einen gegebenen Punkt gibt. Ich werde
also folgendes beweisen
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Wenn f(x,y) im Bereiche B stetig ist und wenn o, Vo ¢in Punkt
aus B ist, so gibt es ewne Zahl a > 0 derart, daf mindestens eine fiir
| ¥ — x4 | < @ stetige Funktion y(x) existiert, fiir die (1) in | x — %, | < @
identisch erfiillt ist, und fibr die y (xo) = vy, ist.

Zum Bewelse grenze ich um x,, y, ein B angehériges Rechteck
| % — % | = «, |¥ — 3| =B ab und ersetze alsdann (1) durch eine
Differentialgleichung
2) 2 =g (%),
deren rechte Seite im ganzen Streifen | x — x, | =< « stetig ist, und wo
im Rechteck und an seinem Rande

gx,y) =7 (x,y)

gilt. Eine solche Funktion erhalt man, wenn man auBerhalb des Recht-
ocks g (%, ) = f (%, y0 &= B)
definiert, wo das obere oder das untere Zeichen gelten soll, je nachdem
Y — Yo > P oder y — y, << — B ist. Dieser Kunstgriff hat den Vorteil,
daf wir fiir die neue Gleichung (2) im ganzen Intervall | x — %, | =< «
eine Lésung erhalten, die dann fur alle die x-Werte der Gleichung (1)
genugt, fiir die sie im Rechteck verlauft. Dadurch ist dann die Zahl 4 des
Satzes bestimmt. Diese ist wegen der Stetigkeit der L6sung sicher positiv.

Zur Konstruktion emer Losung bedienen wir uns der Polygon-
methode. Zur Herstellung des n-ten Polygones teilen wir das Intervall
| x — %4 | = « in 27 gleiche Teile ein, so daB die zum #n-ten Polygon ge-
horige Einteilung durch Halbierung aller der Intervalle entsteht, die
beim 7 — l-sten Polygon auftraten. Ausgehend vom Punkte x,, v,
konstruleren wir dann das #-te Polygon, indem wir stets in dem zwi-
schen zwei x-Teilpunkten gelegenen Streifen eine feste Richtung ein-
halten, namlich diejenige, die uber dem x, zundchst gelegenen Teil-
punkt vorgeschrieben ist.

7 = Yn (%)
sei die dem #-ten Polygon zugehorige Richtungsfunktion, so daB das
n-te Polygon selbst durch
(3) Y (%) = vo + [y, () dt
X0
gegeben ist!l. Wir betrachten noch
(4) ya (%) =y + [gyn(B)dt.
%o

1 Die fur o, (¥) vorhin durch Worte gegebene Definition laBt sich dann so
in Formeln ausdrucken. Ein Teilintervall ser von », und x,, , begrenzt. x, se1
der x, zunachst gelegene Teilpunkt. Dann 1st %, zwischen x, und x;,, so erklart
W (%) = g (¥, ¥n(#,)) und 1n den an x, anstoBenden Intervallen ist y, (¥) = g (%5, ¥o)-
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Alle bei den verschiedenen Polygonen vorkommenden x-Teilpunkte
bilden eine abzahlbare Menge Die Funktionen |,(x) | licgen alle
unter einer festen Schranke M, denn das sind Werte, die g(x, ») in
geeigneten Punkten annimmt Daher sind nach (3) und (4) auch die
| ¥, (%) | und | 3, (%) | unter einer festen Schranke gelegen. Daher kann
man aus der Folge der y,(x) emne Teilfolge auswahlen, derart, da3 an

allen Teilpunkten der
Lim y,, (x)
existiert. Man numeriere, um das emzusehen, die Teillpunkte und be-
trachte die Werte der v, (x) am ersten Teilpunkte. Da sie beschrankt
sind, kann man eine konvergente Teilfolge auswahlen. Die dazu ge-
horigen Funktionen y,(x) betrachte man am zweiten Teilpunkte und
wahle daraus eine auch dort konvergente Teilfolge aus usw.
So moge man nacheinander die Folgen

yll (X), Vie (x) ..
ym (x): y,uz (X) “ ..

. - -

erhalten, deren jede eine Teilfolge der vorhergehenden ist, und die
derart beschaffen sind, daB die n-te Folge an den # ersten Teilpunkten
konvergiert. Die Diagonalfolge

Y (%), Vus (%)...

konvergiert dann an allen Teilpunkten

Ich werde nun zeigen, daB diese Diagonalfolge sogar fur alle x aus
| ¥ — %0 | = « konvergiert.

Sei namlich %, eine beliebige Stelle mit | x; — x4 | = «, so gibt ¢s
zwischen x, und x, beliebig nahe bei x, Teilpunkte x, sei ein zwischen
%9 und x,; gelegener Teilpunkt, uber den wir nun gleich passcnd ver
fugen werden. Jedenfalls ist

Vi (%1) — ¥ (%) =4f«p,, (x)dx.

Daher ist
| V5 (1) —Ya (%) | < M |6, — 2,

fur alle » Man gebe eine Zahl ¢ >0 vor und wahle %, so nahe an
%y, daB

M|z, — x| < %
wird Dann ist also
| (1) — ¥ ()| < 5,

ewnerlel, wie sonst x; und x, gewahlt sein mogen.
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Ferner wahle man alsdann # so groB8, daB fiir alle # > 0

lym+p (%9) — Vn (%2) 1 < %
ist. Da auch

]ym+p (xl) — Va+p (xz) I < %
ist, so wird
| Yntn (1) — ¥ (1) | < &,
woraus die Konvergenz folgt. Es gibt also eine Grenzfunktion y (%),
fur die
y () = limy, (x)
n-> o

in |x — x| = « gilt. Ich zeige, daB diese Grenzfunktion stetig ist.
Dies folgt daraus, daB3, wie eben schon bemerkt wurde, fiir irgend
zwel Werte x, und x,, fir die
M|z, — x| <e
ist, auch fur alle » ‘ ‘
|¥n (1) — Y () | < &
ist. Daher ist auch
ly (@) —y (%) | Z e,
sobald
M|z, — x| <&
ist.
Weiter streben die durch (4) erklarten y* (x) derselben Grenzfunktion
y(x) zu, wie die ¥,(x). Denn aus (8) und (4) folgt

Vi (@) = ya () = J gt 20 () — pa B a2

Nun aber sind die Werte von w,(¢) in den einzelnen Teilintervallen
konstant, und zwar stets gleich dem Wert, den g(¢, v,(¢)) in der am
einen Ende des Teilintervalles gelegenen Ecke des Polygones 7y, (x)
annimmt. Daher ist wegen der gleichmafigen Stetigkeit von g(x, y)

g yn @) — v )| <7,
sobald nur » groB genug ist, d. h., sobald alle Teilintervalle klein genug
sind. Daraus folgt sofort, da3

Lm (y} (%) — ya{(%)) = 0

n->

gleichmaBig fiir | x — x, | = « gilt.

Ich zeige noch, daB die y, (x) gleichmaBig gegen y(x) konvergieren.
Dies kann den vorausgegangenen Betrachtungen sofort entnommen
werden. Denn wir haben folgendes bewiesen: Wenn

&
|22, — %2 | < 537

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 8 Aufl. 4
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ist, so folgt aus
| Vs (#a2) — ¥ (%) | < ”g"
daB
| Vot (%1) — ¥ (%1) l<e.
Man gebe daher ein ¢ > O beliebig vor und teile das Intervall
[ — % | £
in endlich viele Teilintervalle ein, deren Lange kleiner als gf]‘;_,—istl. Zu

jedem Teilintervall gehért dann eine Nummer IV derart, da im ganzen
Intervall

lyn+z¢ (x) — Yn (x) [ <eé&
ist fur beliebiges # > 0 und » > IV.

Das groBte dieser endlich vielen IV sei N'. Es hat die Eigenschaft,
daB fiir » > N’ und $ > 0 in jedem der Intervalle, also auch im ganzen
Intervalle

ly'n.+z$ (x) — Yn (x) l <e
ist. Daher folgt aus

@
Yi(®) =30+ [ e, () dt
Zo
in Verbindung mit der gleichmifBligen Existenz der Grenzwerte
y (x) = lim y, (x),
7> 0
und
¥ () = Lim y;, (x)
n —» o

und 1in Verbindung mit der Stetigkeit von g(x, v), daQ3

y(x)=yo+xfg(t. y)dt

ist, und daraus folgt durch Differentiation, daB y (x) eine Losung von
(2) ist, fur die y (x,) = v, gilt.

1 Dann laB8t sich namlich 1n jedem der Intervalle eine Stelle x, finden, so daB
fur alle anderen Stellen #; des Intervalles
&
3M

1st. An jeder Stelle, also auch be1 #,, existiert him y, (%) Also gibt es ein N, so
n—>co

| %y — x| <

daB fur alle » > N und alle » >0
&
| Vors (#F2) — v (72) | < k)

i1st. Also 1st fur alle Stellen #; des Intervalles, fur » > N und alle p > 0
[Vnap (1) — ¥a (%) | < &
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Wir haben schon S. 32 bemerkt, daB es im-allgemeinen noch weitere
dieser Anfangsbedingung geniigende Lésungen gibt. Man vgl. auch noch
die Bemerkungen auf S. 70ff.

§ 6. Integration durch Potenzreihen.

Wenn f(x,y) eine analytische Funktion seiner Argumente ist, so
werden auch die Losungen der Differentialgleichung

%=f(x’y)

analytische Funktionen. Wir wollen uns davon iiberzeugen.

Ich setze voraus!, daB f(z,w) in dem durch |2 —2,| = A4 und
[w — wy | = B bestimmten Bereich eine eindeutige analytische Funk-
tion der beiden komplexen Variablen z und w sei?. In diesem Bereich
sei weiter

|7z, w)| < M.
Ferner seien a =< 4, b = B so gewahlt, da3
b>aM.

Es soll eine Ldsung der Differentialgleichung
dw
iz / (Z, w)

gefunden werden, die fiir z = 2, den Wert w = w, anmimmt. Man
kann auch jetzt die Losung nach der Methode der sukzessiven Appro-
ximationen finden. Nur mussen jetzt einige Abschatzungen etwas an-
ders gewonnen werden. Wir bendtigen vor allem eine Abschatzung

lf(z: wy) — f (2, wz)lélel—wzl'

Diese gewannen wir S 28 aus dem Mittelwertsatz3. Hier mull etwas
anders geschlossen werden Man muf3 ja nur erkennen, daB

)f(zs uz';)——f(Z. w2)}§M

1 Wy |

ist bei passender Wahl von M. Nun 1st aber

f o) — f (e, ws) = [ 2L (z,0) dw

w,

1 Man vgl. die Voraussetzungen auf S 27/28

2 Sie soll also nach z und nach w differenzierbar und als Funktion der beiden
Variablen z und w stetig sein

8 Der Leser vergleiche zum folgenden stets die entsprechenden Darlegungen
von S 29ff

4%
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In |z2—2 | =4, |w—w,| =B 1st (z w) gleichfalls analytisch.
Daher gibt es eine Zahl M > 0, so da3 fur alle diese z, w

2 ww| <M

ist. Also ist | f(z, w,) — f(z, wy) | = M | wy — w, |, da man geradlinig
von @, nach w, integrieren kann. Also gibt es eine Schranke M, wie wir
sie suchen. Wir kénnen nun wie auf S. 29 ff. die Methode der sukzessiven
Approximationen ansetzen. Wir wihlen nur aus bald ersichtlichen
Griinden als erste Niherung w,(z) eine analytische Funktion. Ich setze
z. B. wy(2) = w,. Dann wird

wl(z)=wo+£ff(é‘,wo)d§.

Hier kann die z, mit z verbindende Gerade als Integrationsweg gewahlt
werden. Dann erkennt man, da8

1) |wy(2) —w| < M|z — 2|

ist. Genau wie auf S. 30 kann man nun die weiteren Naherungen ab-
schitzen, wofern man nur geradlinig von 2z, nach z integriert. Wir
miissen uns nur noch dhnlich wie auf S. 30 vergewissern, dafl das Ein-
setzen der gefundenen Naherungen w,(2) in f(2, w) zu analytischen
Funktionen f(z, w,(2)) fuhrt. Dazu ist erforderlich, daB3 die Werte von z
dem Kreise |2 —z,| = 4, und daB die Werte, die w,(2) annimmt,
dem Kreis |w — w, | = B angehéren. Setzt man |z — 2, | = a vor-
aus, so i1st nach (1) |w; —w,| <aM < b. Wir wollen zeigen, daB
fFir alle » und |z — 2, | = a auch |w, —w,| < b ist Wir nchmen
dem Verfahren der vollstandigen Induktion entsprechend an, daQ
| @p—y —wo| < b fiir |z — 20| =< a Dann ist wegen

©,(2) = W, +,f F(E @, y) dl

ersichtlich, da8
@, (2) —wo | M|z — 2| < Ma <b.

So gelangen wir zu einer Folge von analytischen Naherungsfunktionen
w,(2), die fir |z — z,| =< a gegen eine gleichfalls analytische Grenz-
funktion konvergiert. Der Konvergenzbewels ergibt sich genau so wic
S. 80. Es se1 eine niitzliche Ubung fiir den Leser, das naher durch-
zufihren. Die Grenzfunktion w (2) ist dann die gesuchte Lésung der Dif-
ferentialgleichung. DaB8 es keine weitere gibt, die denselben Anfangs-
bedingungen geniigt, erkennt man, wie auf S. 31.

Als analytische Funktion kann man sie in eine in |z — 2, | < @
konvergente Potenzreihe

(2) w(2) = wy + (2 — 2) + - - -
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entwickeln. Da man nun einmal weiB, daB man ihre Koeffizienten
so wihlen kann, daB sie eine L&sung der Differentialgleichung dar-
stellt, so kann man ihre wirkliche Bestimmung auch auf anderem
bequemeren Wege vornehmen. Dazu bietet sich die Methode der un-
bestimmten Koeffizienten dar. Man geht mit der Reihe (2) in die Dif-
ferentialgleichung hinein und bekommt dadurch gewisse Bedingungs-
gleichungen fiir die Koeffizienten, aus welchen man sie berechnen kann.
Wenn namlich der Differentialgleichung

T — (e, 0) = Tan(z — 2)i (0 — w)*

die Funktion

W= 1w, + ¢, (2— 2) + ---
geniigen soll, so sind zur Bestimmung ihrer Koeffizienten ¢; nur die
Ableitungen von w an der Stelle 2, zu berechnen. Denn es ist ja

1 d*w
Cr = g1 a7

|2= 2, ’
Man entnimmt aber sofort der Differentialgleichung, daf3

— 2@

1= 57 T = (20, ®Wo) = @go

ist. Differenziert man die Gleichung einmal nach z und setzt z = z,,
so findet man

atw
az?

__0of af dw

= P . — = a Ag1Cq .«
=2, azlw.—_-wn ow ®w=w, dz 10+ 01%1

3=z,

21 ¢y =

So kann man nacheinander die Koeffizienten berechnen. Denn jede
neue Gleichung erlaubt es, einen weiteren Koeffizienten durch die
vorher schon bestimmten auszudriicken.

Auch die weiteren Betrachtungen von S. 39ff lassen sich nun un-
verandert ubertragen. Insbesondere lehrt die Uberlegung von S 41f{f.,
daB die Lodsungen analytisch von den Anfangsbedingungen abhangen
und analytische Funktionen eines selbst analytisch in die Differential-
gleichung eingehenden Parameters sind.

Auch auf Systeme lassen sich die Betrachtungen ohne weiteres
ubertragen.

§ 7. Ubertragung der SIMPSONschen Regel.

In der Integralrechnung lernt man verschiedene Formeln zur nu-
merischen Quadratur kennen. Die bekannteste ist die SiMpsonNsche
Regel. Sie lehrt, daB3 das Integral

a+h

T =[x dx
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angenihert durch die Formel
Ty =g li@ + 41(a+5) T+ m)

ausgewertet werden kann. Die Giite der Ubereinstimmung kommt
darin zum Ausdruck, daB die Entwicklungen von J (k) und von J, (k)
nach Potenzen von % bis zu den Gliedern vierter Ordnung einschlie8lich
iibereinstimmen. Auch kennt man Formeln zur Abschatzung des
Fehlers.

Es ist ein gemeinsamer Zug aller dieser Formeln, den Integral-
wert naherungsweise durch eine lineare Funktion geeignet gewihlter
Funktionswerte auszudriicken. RUNGE hat es zuerst unternommen,
nach diesem Gedanken Naherungsformeln zur Auflésung von Diffe-
rentialgleichungen zu gewinnen. KuUTTA® hat in Verfolg dieser Unter-
suchungen durch eine lingere Rechnung folgendes Ergebnis gefunden.

Dasjenige Integral der Differentialgleichung

= f(%, ),

welches fiir x = %, den Wert y, besitzt, wird fir x = %, + % an-
gendhert durch die folgende RUNGE-KuUTTAsche Formel dargestellt-

Y (%o + B) = %o + = (K, + 2K, + 2K, + K,).

Hier ist
K1=f(xo»yo)
K2=f'(x k)
K3=f( +§:yo+-22—‘);
K,=f(xo+ %, yo+ Kgh).

Entwickelt man sowohl die Lésung, wie diese Naherung nach Potenzen
von %, so erhalt man Uberemstimmung bis zu den Gliedern vierter
Ordnung einschlieBlich.

Was nun die Abschatzung des Fehlers anlangt, den man bei An-
wendung dieser Regel begeht, so gewinnt man durch einige Rechnung
auf Grund des TAvLORschen Satzes das folgende Ergebnis: Der Unter-
schied zwischen der wahren Losung y,, und der Naherungslésung v,
durch den Punkt (x,, y,) genugt der Ungleichung

_ OMN [# — [ |[Ns — 1]
| Yoo — vm | < N 1]

Dabei ist folgendes vorausgesetzt: Im Gebiete B |x — %, | < a,
|y — 30| < b genugt f(x,y) samt seinen partiellen Ableitungen der

1 Zeitschr fur Math u. Phys Bd 46 1901.
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vier ersten Ordnungen den folgenden Bedingungen:
[f (9 |<M,

oG+R) f N .
<im=1 G+ :L3).

dxt gyk

Ferner soll

aM<b

sein. Ich will die dazu filhrenden Rechnungen nicht reproduzieren.
Auf eine Aufstellung dhnlicher Fehlerabschitzungen im komplexen Ge-
biet kann verzichtet werden.

Ich will z. B. fiir x = 0,2 dasjenige Integral von

y=x4y

berechnen, welches fiir x = 0 verschwindet. Die Niherungsformel lie-
fert 0,0214, die genaue L&sung

y=e% —x —1

ergibt auf vier Dezimalen genau gleichfalls 0,0214.

Die Approximation ist also besser, als sie die allgemeine Abschatzung

erwarten lieB Denn diese liefert fur M =1,N=1,2=0,1,5 = 0,2
.94

immerhin als duBersten moglichen Fehler noch %—62;—. Hitte man fdr
x = 0,1 gerechnet, so hatte man als méglichen Fehler nur —1—(—3;; gefunden
Will man auch fir 0,2 eine groBere Genauigkeit erreichen, so kann
man erst den Wert der Losung fiir 0,1 berechnen und dann mit dem ge-
fundenen Wert als Anfangswert nochmals die RUNGE-KuUTTAsche Regel
anwenden. Man hat dann auBer dem zweimal vorkommenden Fehler

von % noch den Fehler zu berucksichtigen, der davon herruhrt, daB

man am Anfang des zweiten Intervalles einen um héchstens —1%; falschen
Anfangswert verwendet hat. Das macht aber nach S. 43 fur den Wert
der Losung ber 0,2 hochstens 1%; aus. Daher findet man durch zwei-

malige Anwendung der RUNGE-KuTTAschen Regel in der eben an-
gegebenen Weise die Losung fur x = 0,2 bis auf einen Fehler von

2
10% °
Wer sich naher fur praktische Integration interessiert, moge zu

dem in dieser Sammlung erschienenen Buch von RUNGE und KONIG
iiber numerisches Rechnen greifen.

duBerstens
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III. Kapitel.
Die Litsche Theorie.
§ 1. Die Transformationsgruppe und ihre infinitesimalen
Transformationen.
1. Die Transformationen. Ist ein System von Differentialgleichungen

a
(1) 5 Py, %), g =Py (%, %)

vorgelegt!, so kann diejenige Losung, welche fiir { =4, die Werte
%y = Xy9, Xy == Xy annimmt, in der Form

2) %y = f1 (¢ — fo, %10, ¥0) » %o = fa (£ — %y, %10, %20)
geschrieben werden. Die genannte L&sung geht namlich durch die
Substitution z = ¢ — £, aus derjenigen L&sung von

dx;

az =Pz(x1:x2) (7'=1;2)

hervor, welche fur-v =0 die Werte %, = x,4(? = 1, 2) annimmt. Es
ist also

3) %,0 = [ (0, %19, %a0) (»=1,2).

Fiir jeden einzelnen Wert von ¢ stellen die Gleichungen (2) eine
Transformation dar, welche den Punkt (x,9, ¥5) aus B in den Punkt
(%,, x%,) desselben Bereiches uberfiihrt, solange | ¢ — £, | nicht zu groB3
ist. Wir wollen, um diese Annahme nicht immer erwahnen zu maiissen,
lieber voraussetzen, daB die P,(#,, x,) samt ihren ersten Ableitungen
in der vollen (#,, x,)-Ebene stetig seien. LaBt man ¢ von £, an sich an-
dern, so erhalt man eine Schar solcher Transformationen. Jede der-
selben transformiert den Punkt P; (x4, #5,) In einen Punkt P, der
durch P, bestimmten Losungskurve der Differentialgleichungen (1).
Man nennt daher diese Integralkurven auch Bahnkurven der Trans-
formation und denkt sich den Parameter ¢ als Zeitparameter gedeutet.

2. Die Gruppe. Diese einparametrige Schar von Transformationen (2)
bilden eine Gruppe. Um das einzusehen, haben wir zu zeigen, daB 1. die
aus zwei Transformationen zusammengesetzte zur Schar gehért, und
daB 2. die inversen Transformationen zur Schar gehoren.

Sind

1,2)
1,2)

i1 : x; = f1. (tl - to: xlo’ x20) ('L.
Lo =1 (8 — 4, %7, %) (¢

1 Die P,(#;, #;) mogen 1n einem Bereich B samt ihren partiellen Ablertungen
erster Ordnung stetig sein



§ 1. Die Transformationsgruppe und ihre infinitesimalen Transformationen. 57

zwei Transformationen der Schar, so ist nach (2)

g 2/ =], (s — %y, %10, %20)» (2=1,2)
so dafB also hierdurch die zusammengesetzte Transformation £;=%,%,
gegeben ist.

Insbesondere ist daher
x10=fz(t0_t:x1:x2) (1;=1’2)
die zu (2) inverse Transformation.
Dies erkennt man nach (8), wenn man in der vorausgegangenen
Betrachtung #, = #, setzt.
Will man die Transformation Ty = T, T, haben, so schreibe man

Ty x5 =f;(la — t1, %105 %o

T xo= [, [t — L, x;, x3)

Ly : Zy="[, (fa— %o, %10, %a0) -
Es ist somit T3 = ;. Die Transformationen sind also vertauschbar.
Es liegt eine ABELsche Gruppe vor. Die Parameterwerte ¢ — #,, welche
die einzelne Transformation der Schar festlegen, werden bei der Zu-
sammensetzung addiert und die Summe der Parameter ist der Para-
meter der zusammengesetzten Transformation.

3. Infinitesimale Transformationen. Ist nun eine Funktion F (xy,x,)
vorgelegt, so wird es interessieren, ihren Wert in einem Bildpunkt
(%1, %5) mit dem Wert im Originalpunkt (%;4, %50) zu vergleichen Tragt
man (2) in F (%, %,) ein, so findet man
(4) F (8) = F (fy (¢ — %5, %10 %20)»  [f2 (¢ — to, %10, %20)) -

Es wird

F (io) = or

9%y
Will man F (¢) nach Potenzen von ¢ — £, entwickeln, so wird der An-
fang der Entwicklung

F@)=F(to) + (¢t —to) F'(to) +-- - .

aF
(%105 %20) Py (%105 ¥20) + 7y (%101 %29) P (%19, ¥a0) -

Also
(5) F (%1, %) = F (%14, %0) -+ (£ — £0) UF (x40, x50) + - - -,
wenn man in ublicher Weise zur Abkurzung
oF 8F

U.F = a—z P 1 + 5;2— P P
setzt. Nimmt man die P, als geniigend oft differenzierbar an, so werden
die weiteren Koeffizienten der Entwicklung erhalten, indem man die
Operation U wiederholt anwendet. So wird dann der XKoeffizient von
(2 — 29)®

2 8 ]
U2F =U(UF)= FEn (UF) P, + 5—;;(UF)P2.
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In erster Annaherung ist die Anderung von F unter dem EinfluB einer
Transformation der Gruppe durch die in (5) angeschriebenen Glieder
gegeben. Diese Anndherung wird um so besser sein, je kleiner ¢ — £,
ist, d. h. je weniger die Transformation von der identischen abweicht.
Denn letztere kommt ja heraus, wenn man ¢ = £, nimmt. Die in (5)
angeschriebenen Glieder wiirden den EinfluBs der Transformation genau
wiedergeben, wenn diese durch
(6) %y = 2,0 + (£ — £) P, (%10, %20) (1=1,2)
dargestellt ware, d. h. wenn es sich um die Integration von Differential-
gleichungen

adx,

27 = P (%10, %g9)
mit konstanten rechten Seiten handelte. Man hat sich gewdhnt, die
Transformationen (6) 7nfinitesimale Transformationen zu nennen und
zu ihrer Bezeichnung UF zu verwenden. Insbesondere wird ndmlich

Uz, = P; (%, %) »
so daB man statt (6) auch schreiben kann

% =1%o+ (¢ — 2) Ux,g (t=1,2).

Die Kenntnis von UF lehrt nach (4), den EinfluB der Transformation
auf irgendeine Funktion zu ermitteln. Den ungefahren Ort des Bild-
punktes kann man durch mehrmalige Anwendung von (6) wie folgt
ermitteln. Man bilde nacheinander

%,1 = %,9 + (4 — &) P, (%19, %)
x.zz = %1 + (fa — %) P, (%14, %g;)

Xom = Xon—1 + (tn - Zf1:.—-1) Pz (xln—l’ Xo 'n——l)'
Dann wahle man die £, — #,_,, geniigend klein. Je kleiner sic sind, um
so genauer wird (%,,, %,,) die Lage von
%y = f, (Ep — by, %19, Xag) (z=1,2)
besitzen. Man wendet also sukzessive immer Transformationen an, dic
wenig von der Identitdt abweichen. Die dabei herauskommenden
Zwischenpunkte sind weiter nichts als die Ecken eines der S. 45 betrach-
teten EULERschen Polygone, die die Losungskurven der Differential-
gleichungen (1), d.h. also in unserer jetzigen Sprechweise, die Bahn-
kurven der Transformation approximieren.
4. Invariante Kurvenscharen. Es mdge nun durch
F (x,, %,) = const
eine Kurvenschar gegeben sein. Wir wollen feststellen, unter welchen
Bedingungen durch die Transformation (2) jede Kurve der Schar
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wieder in eine Kurve der Schar iibergeht. Dafiir ist notwendig und hin-
reichend, daB3 aus allen den Punkten, wo F einen festen Wert hat,
wieder Punkte werden, in denen F wieder einen festen Wert hat, mag
dies nun derselbe oder ein anderer sein. Dafir wieder ist notwendig
und hinreichend, daB das F (f) von (4) eine Funktion von Z und von
F (%44, %99) allein ist. Nun ist

F ¢+ k)= F{fL ¢+ h—ty, %39, %a9) , 2 (¢ + I — %4, %39, %aq)}

= F{f1 (B, %1, %3), fo (B, %1, %5)},

wenn man
%, = [, (£ — tg, %19 %X30)
setzt. Dies folgt aus dem oben iiber die Zusammensetzung der Trans-
formationen Gesagten. Also wird
9F
07y
Ist dann F (¢ + A) eine Funktion von %# und von F (x,, x,) allein, so
folgt, daB U (F) eine Funktion von F allein ist. Diese notwendige Be-
dingung fur eine invariante Kurvenschar erweist sich nun aber auch als
hinreichend. Denn ist U (F) = @ (F), so wird
ar

F’(3) = (%1, %p) Py (%1, %) + ‘a?jf:(xp %) Py (%1, %) = U (F).

S = (F).
Also
aF
t—to= | g =¥ Fo)
F,
Also

F=uw(Fy,t—1.

Wir haben somit das Ergebnis-

Dafiir, daf die Kurvenschar F = const durch die Transjormationen (2)
wn sich wbergefiihvt wivd, 1st notwendrg und hanveichend, daf3 U (F) = D (F)
15t, wo D (F) eine passende Funkiton von F 1st.

Ist insbesondere @ (F) = 0, so folgt F'({) =0 D h F bleibt un-
geandert. Dann geht jede Kurve der Schar 1n sich iiber. D h. F = const
stellt die Bahnkurven der Transformation (2), d. h die Integralkurven
der Differentialgleichungen (1) dar. Dies Ergebnis ist uns in der Tat
schon S. 15ff. in etwas anderer Fassung begegnet

§ 2. Die erweiterte Gruppe.

1. Erweiterte Gruppe. Die Kurven F = const werden im allgemeinen
die Integralkurven einer von (1) verschiedenen Differentialgleichung
sein. Es ist der Grundzug der Lieschen Theorie, zu ermitteln, welchen
Nutzen fiir die Integration einer Differentialgleichung die Kenntnis der
infinitesimalen Transformationen einer Gruppe besitzt, welche die In-
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tegralkurven derselben ineinander dberfiihrt. Um dies darlegen zu kon-
nen, wird es zunichst nétig sein, festzustellen, ob man nicht cinem

System von Differentialgleichungen

) T8 = Q, (%1, %) G =12

schon vor der Integration, d.h. bevor man die Integralkurven in der
Form F = const kennt, ansehen kann, ob seine Integralkurven eine
Transformationsgruppe (2) gestatten. Zu dem Zwecke wollen wir zu-
nichst feststellen, welchen EinfluB die Transformationen (2) auf ein

Linienelement haben. Ist
Xi0 = %40 (T)

eine stetig differenzierbare Kurve, so wird nach (2)

(8) %, (7) = f1 (F — to, %10 (T), %9 (7))
ihre Bildkurve bei festem #. Also wird
dx‘__ of: d”lo 6fi deO y —
dr ~ Bx., dt Oxg, AT (=12

oder abgekiirzt

(2% %, = F, (¢ — 1%y, %19, Zaq, %10, %30) -

Die Transformationen (2) zusammen mit den (2’) bilden wicder cine
Gruppe, die sogenannte erwesterte Gruppe. Die Funktionen F, von (27)
sind namlich die Integrale der Differentialgleichungen

, iz, 9P, o P, . .
) T = ow M1t ga, e =12
Wegen (8) ist ndamlich fiir jedes v

adx;(t
”‘éﬁ—)= P, (%, (1), %5 (7)) -
Also
di; 9P, . 8P, .
dt T 5w Y15, Koo

2. Differentialgleichungen mit Transformationen in sich. Nun kann
man die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf das von den Dif-
ferentialgleichungen (1) und (1’) gebildete System ohne weitere Um-
stande {iibertragen. Insbesondere wollen wir die Frage beantworten,
wann das Vektorfeld einer Differentialgleichung (7) durch die Trans-
formationen der erweiterten Gruppe in sich tbergefihrt wird. Dies ist
gleichbedeutend mit der Frage, wann durch eine Transformations-
gruppe die Richtigkeit der Gleichung

F (%1, %q, %4, ’..52) =x%;Q, — %0, =0

nicht gestért wird. Nach den Darlegungen des § 1 ist dafur notwendig
und hinreichend, da8 fur die erweiterte Gruppe UF = 0 ist immer dann,



§ 3 Differentialgleichungen mit bekannter Transformationsgruppe. 61

wenn F =0 ist. Es ist aber jetzt

UF =27 P+ 42 Py+ oi-(5o0 4+ 320 %)
+ax2<aP2 1""6?2. )

Oder
UFE(o&ISQ’ '2281)13 +(x1‘99” ’23,‘;)1)13

+ Qs (5320 + 552 7)) — O (Gt i + S22 4.

An nicht singuldren Stellen der Differentialgleichung (7) ist die
Bedingung, daB UF mit F gleichzeitig verschwinden soll, damit gleich-
bedeutend, daB

©) (Q1 0% o 691) (Ql 99 _ o aQI>

dP,

+ Qs (3;01 +520.)— (a,,*Ql+a,, Q) =0
ist. Wenn P, Q, — P, Q, == 0 ist, so kann man hierfiir schreiben

0 @ %4 Qs
(10) :9—;:(91P2—Q2P1>+6"2 (Qz.Pz—QzPl):O'

Dafiir also, dapf die Integralkurvenw der Differentialgleichung (7)
durch die z2u (1) gehorige Tramsformationsgruppe in Integralkurven von
(7) sbergefiihvt werden, ist notwendig und hwnreichend, daf entweder
P,Q, — P, Q, =0 oder daf (10) erfillt 2st. Die erste Moglichkeit ent-
spricht naturlich dem Fall, daB die Integralkurven von (7) bei den
Transformationen der Gruppe jede emnzeln in sich selber ubergehen.

§ 8. Differentialgleichungen mit bekannter Transformations-
gruppe oder mit bekannteninfinitesimalen Transformationen.

1. Ermittlung von Multiplikatoren. Die Form (10) der Bedingung
dafiir, daB die zu (1) gehorige Transformationsgruppe, die die Integral-
kurven von (7) untereinander vertauscht, ohne sie einzeln festzulassen,
zeigt, daB aus der Kenntnis dieser Transformationsgruppe, ja schon
ihrer infinitesimalen Transformation, die Kenntnis eines Multiplikators
folgt. Denn die Gleichung (10) besagt ja unmittelbar, daB

1
Ql P2 - Q2 Pl
ein Multiplikator des Differentialausdruckes

(7) 02—, i
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ist. Ist also @D (x,, %,) eine Funktion, fur die
a2 45 Qz ad D . - Ql

0%y Q1 Py —Qa Py’ 0% Q1 Py — Q2 Py
ist, so ist langs den Integralkurven von (7)
D (%, %) = const .

Das sind also die Integralkurven von (7).

2. Die Liesche Theorie der elementaren Integrationsmethoden. Dic Lig-
sche Theorie der elementaren Integrationsmethoden besteht nun in der
Bemerkung, daB es in all den im Kap. I besprochenen Fillen relativ
leicht ist, infinitesimale Transformationen anzugeben, die dic betreffende
Differentialgleichung in sich uberfiihren (ohne daB dabei die Integral-
kurven derselben einzeln festbleiben). Alle Beispiele von § 1 erscheinen
so als Spezialfille des allgemeinen Falles, in dem man infinitesimale
Transformationen kennt, die die Differentialgleichung in sich uber-
fuhren. Die allgemeine Aufgabe, alle infinitesimalen Transformationen
von (7) zu finden, ist mit der Aufgabe identisch, alle Funktionenpaare
P,, P, anzugeben, welche die partielle Differentialgleichung (9) be-
friedigen. Es geniigt aber fiir die Integration von (7) ein solches Funk-
tionenpaar zu kennen.

Die Schreibweise (10) der Gleichung (9) lehrt, daB aus der Kenntnis
eines Multiplikators von (7) die Kenntnis eines Funktionenpaars cnt-
nommen werden kann, das (9) genugt. Ist ndmlich M ein Multiph-
kator von (7), so ist

5= (MQ)) + 52 (MQg) = 0.

Man bestimme zwei Funktionen P, und P, so, daB M = --_ - ! 15t
1 P2 - Q2 Pl

Dann geniigen diese beiden (10) und daher (9), und daher bestimmen
P,, P, eine nichttriviale infinitesimale Transformation von (7) Damait
sind die Ausfihrungen von § 4 und 5 aus Kap. I der allgemcinen Theorie
untergeordnet.

3. Beispiele. Betrachten wir noch einige weitere Falle aus Kap 1.

Wir haben damals nicht bemerkt, daB man im Falle der lincarcn
Differentialgleichung

Y +1(®)y+ ¢(x) =0
leicht einen Multiplikator angeben kann. Fur die Liesche Theorie
schreiben wir diese Differentialgleichung so:

e — () — @ ()

dx,y _ 1

aT
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Es ist also @, =1, Q, = — f(x;) %, — @(x,). Macht man den Ansatz
P, =0, so bleibt fiir P, nach (9) iibrig:
0P opP,
—f(xl)P2—-———2+(f(x1)x2+tp(x1)) =O-

. P .
Es liegt nahe, g—xf = 0 zu nehmen. Dann bleibt fiir das nur noch von

x, abhingige P, iibrig:

P
fa) Py+ 22 =0.
1
Man kann also
P, = e—J1m)ax

nehmen. Somit ist
etz
ein Multiplikator. Die Differentialgleichungen
%y _ d%s _ o—l1eendm
T =0, Gp=etlieer
liefern Transformationen der linearen Differentialgleichung in sich.

4. Eine allgemeine Substitutionsmethode. Im ersten Kapitel wur-
den mehrfach Substitutionsmethoden herangezogen, die zur Trennung
der Variablen fuhrten. Auch diese lassen sich von der Likschen Auf-
fassung her systematischer verstehen. Betrachten wir z. B die homo-
gene Differentialgleichung

dy ¥y
= =1(%)

dx,

dt
(),

Die Gruppe von Transformationen

oder als System geschrieben

(11)

%y = €t %44
Xy = €' Xaq,
die sich aus der Integration der Differentialgleichungen

dx, dxy
Tt ar %

ergeben, fithren offenbar die Differentialgleichungen (11) in sich iiber.
In der Tat geniigen ja auch

Py=2x, Py=x

=1, Q=73
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der Differentialgleichung (9). In

)

hat man also einen Multiplikator. Wir arbeiteten abér auf S. 9 mit
der Substitution

p =22
#1
Anders ausgedriickt: Wir fithrten durch
Y1 = %y
x
Va =;§

neue Variablen ein. Die Kurven y, = const und y, = const sind dabei
die Niveaulinien des neuen Koordinatensystems. Die Linien y, = const
sind die Bahnkurven der Transformationsgruppe, und die Linien
1 == const stellen eine Kurvenschar vor, die durch die Operationen
der Gruppe in sich iibergefiihrt wird.

Damit haben wir eine allgemeine Substitutionsmethode erkannt:
Man fiihre die Bahnkurven einer Transformationsgruppe, welche die
Differentialgleichung in sich ubertithrt, sowie eine weitere, bei dieser
Gruppe invariante Kurvenschar als neue Koordinatenlinien ein. Dann
sind in dieser neuen Verdnderlichen — die man kanonische nennt —
die Variablen getrennt.

In den neuen Veranderlichen erhalten wir ein Paar von Differential-
gleichungen fiir die Operationen der Transformationsgruppe, deren Lo-
sungen %, = const sind und die zugleich Bahnkurven der Transfor-
mationen sind. Ferner sind die %, = const eine invariante Kurven-
schar der Gruppe.

Damit
dx
7171 = Py (%1, %5)
dx
7?2' = P, (2, %)

durch x, = const befrled1gt wird, muB Ux, = P, (%, %,) = 0 sein.
Damit x; = const eine invariante Kurvenschar ist, muB3 nach S. 59

U %y = Py (%4, %)
eine Funktion von x; allein sein. Die Gruppe ist also durch

ax ax
T =P, =

definiert. Diese Gruppe muB nun die transformierten Differential-
gleichungen in sich tberfithren. Die Q, und @, miissen also der par-
tiellen Differentialgleichung gentigen, die sich ergibt, wenn man in (10)
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P, = P;{%,), P, = O eintrigt. Das liefert

9 (L1 __
. axl(szl =0.
Also ist
Q, _ 1

P ¢ @)
eine Funktion von x, allein. D. h.

Q1 —_ Py (#1)

Q2 @ (¥g) ~

Also Q, =A(xy, %5) Py(%y), Qs =A(%,, x,) @ (x,) fiir ein passendes 4.
Die transformierten Differentialgleichungen werden also

dxy
dT

d
S22 = A (%, %) @ (%) -

= A (%1, %s) Py (%)

Fuhrt man durch
ar _ 1
aT, T Ax 1 *2)
einen neuen Parameter 7; emn, so kann man auch schreiben
dx dx
E:‘_———Pl(xl)» E.;‘f= @ (%)
d g - 2 (#2)
dxy Py (xq) °
5. Beispiel. Diese allgemeine Bemerkung erklart auch den Erfolg,
den die Substitution

oder auch Die Variablen sind also getrennt.

v=x+y
auf S. 8 bei der Dafferentialgleichung

22 —f(x+ )

hatte. Denn schreibt man

dx adx
i, 2 efn+m),

so erkennt man, dafB3 die Operationen

Xy = Xyo+ b, Xp = Ko — 1
die Differentialgleichung in sich uberfiihren. Diese Transformations-
gruppe entstammt den Differentialgleichungen

dx,
at

—_—1’ ——=——1.

Bahnkurven sind die Geraden

%, -+ x5 = const,
BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl 5
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eine invariante Kurvenschar die Geraden

x, = const.
In der Tat wird auch (9) bzw. (10) von S. 61 durch P, =1, P, = — 1,
Q, =1, Q, = f(x, + %,) befriedigt.

§ 4. Projektive Transformationen.

Besonderen Reiz diirfte es haben, die voraufgegangenen Betrach-
tungen mit den Vorstellungen der projektiven Geometrie in Verbindung
zu bringen. Dies wird in verschiedener Richtung geschehen.

1. Affine Gruppe. Wann ist die durch
dx .
= Q.(n, %) (=1,2)

ar
definierte Gruppe eine Gruppe affiner Transformationen ? Dic Gruppe
soll also so aussehen
(12) X, = Ao, + Ay, Xyp + Az, Xgo (=12,
wo die @,, passende Funktionen von ¢ — 7, sind. Durch Differentiation
nach ¢ kommt
(13) %, = Ay, + A1, Xyq + Ag, Xsg-

apa
Da in (12) die Determinante 172 L 0 sein soll, so kann man aus (12)

A12%92
die x,, entnehmen und in (13) eintragen. Also kommen hier Differential-

gleichungen der Form
(14) X, = Ko, + Xy, Xy - Ay, Xy (z=1,2)

in Frage Hier sind dann die o;,, die zunachst von ¢ abhangen konn-
ten, Konstante, da wir Differentialglecichungen betrachten wollen, deren
rechte Seiten vom Parameter nicht abhangen.

Die so gefundene Bedingung ist auch hinreichend S 9/10 haben wir
uns namlich gerade mit der Integration von Differcntialgleichungen
der Art (14) befaBBt. Sie waren nur damals nicht als System geschricben
Den dortigen Ergebnissen kann man tatsachlich entnchmen, daB dic
Losungen von (14) in der durch (12) angedeuteten Weise von den An-
fangswerten abhdngen.

2. Projektive Gruppe. Die affinen Transformationen sind cin Spezial-
fall der projektiven. Zu der Behandlung der letzteren fuhrt man am
besten homogene Koordinaten x,, x,, x; ein. So lautet jctzt dic Frage
nach denjenigen Daifferentialgleichungen, deren Integralec sich in der

Form
3
(15) x1=2“kzx0k 7'=1: 2:3

Re==1
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schreiben lassen. Die a4, sind dabei passende Funktionen von £ — £,
mit nicht verschwindender Determinante Eine der in 1. angestellten
ganz analoge Uberlegung fuhrt jetzt auf Differentialgleichungen

3
(16) x, =k2,1ac,k Xy, z=1,2,3),
wo die «,; Konstanten sind. Daf3 auch umgekehrt die Losungen von (16)
sich in der Form (15) schreiben lassen, ergibt sich so: Unter den Inte-
gralkurven von (16) kommt stets mindestens eine reelle Gerade vor.
Man unterwirft die Gleichungen (16) einer projektiven Transformation,
die diese Integralgerade zur uneigentlichen Geraden macht. Dabei ent-
stehen wieder lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten. Da aber jetzt x; = 0 eine Integralgerade ist, so hat die
letzte Differentialgleichung die Form

4 —
X3 == Olgg Xg.
*1

Geht man dann zu inhomogenen Koordinaten uber, indem man &; = e
3

&y = i—: setzt, so erhalt man fur die &, Differentialgleichungen der
Form (14). Aus dem fur diese schon geldufigen Ergebnis folgt, dal
auch beil den (16) die Losungen die Form (15) haben. Da man eben-
so auch die x,; durch die x, ausdriicken kann, ist die Determinante von
Null verschieden. Man kann also sagen, daB man die Losungen von
(16) aus den Losungen von Differentialgleichungen (14) durch pro-
jektive Abbildung bekommt. Die Differentialgleichungen (14) konnen
durch Parallelverschiebung nach S 9/10 homogen gemacht werden Da-
her gehen die Losungen der Differentialgleichungen (16) durch projek-
tive Transformation aus den Losungen von Differentialgleichung

dy __ ax -4 by
d—x’_'L:r-i-dy

hervor. Die Losungen solcher werden wir S 74 in anderem Zusammen-
hang ausfuhrlich diskutieren

Es sei eine nutzliche Ubung fur den Leser, die hier skizzierten Ge-
dankengange in allen Einzelheiten durchzufuhren und auch den hier
stillschweigend unterdruckten, S 9/10 aber erwahnten Ausnahmefall
durchzuarbeiten.

Hier werde nur noch angemerkt, daB man in der Literatur den
mhomogen geschriebenen Differentialgleichungen (16) uberfliissiger-
weise den Namen JacoBische Differentialgleschung zu geben pflegt,
weil man sich immer noch daran erinnert, daB JAcoBI, in praprojektiver
Zeit diese Differentialgleichung zuerst studiert hat Setzt man

— % *2
x >

>
3 *3
5%
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so wird
dy  xgxh — x4%y (g1 ¥ + eV + oyg) — ¥ (g1 ¥ - Oge ¥ —+ oag)
dx ~ ayx| — x4, (1% 4 ®3p¥ + oty3) — ¥ (0g1 ¥ + Xge¥ = tgg)

die JacoBische Differentialgleichung.

Die Losungen solcher Differentialgleichungen pflegt man nach
KrLeIN und Lie als W-Kurven zu bezeichnen?®.

Wir beschlieBen damit unsere knappe Skizze der Likschen Ge-
dankengdnge, soweit sie fiur die Theorie der Differentialgleichungen
erster Ordnung in Betracht kommen. Wir verweisen den interessierten
Leser erneut auf die S. 27 erwdhnte Literatur fiir weiteres Eindringen
in analoge Theorien bei Differentialgleichungen hoherer Ordnung und
bei partiellen Differentialgleichungen.

IV. Kapitel
Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

§ 1. Elementare Betrachtungen.

In diesem Kapitel soll rein qualitativ ein Uberblick iiber den Verlauf
der Integralkurven gewonnen werden. Wir werden 1hr Steigen und Fallen,
ihre Konvexitat und Konkavitdt, ihre Wendepunkte und einige weitere
Dinge, die wir bald angeben werden, untersuchen Zunachst soll in diesem
Paragraphen angedeutet werden, wie man oft schon durch ganz simple
Betrachtungen uber die eben genannten Fragen AufschluB3 gewinnen
kann Wenn die Differentialgleichung f(x, y,y’) = 0 vorgelegt 1st, so stellt
f(%, y,0) = 0 im allgemeinen Kurven dar, welche die Teile des Geraden-
feldes, in welchen die Integralkurven bei wachsendem x steigen, von
denjenigen trennen, wo sie fallen? Differenziert man diec Differential-
gleichung nach x, so erhalt man £, + f,-y" + fy -¥"”" = 0. Daher sind
die Wendepunkte der Integralkurven unter den Punkten (x,y) ent-
halten, fur die bei passender Wahl von 3’ die beiden Gleichungen

" af  af ,

gelten. Diese Punktmenge oder Kurve, wenn man so sagen will, trennt die
Teile des Richtungsfeldes, wo die Integralkurven konkav sind, von den-

1 Math Ann Bd. 4 1871.

2 Der Zusatz ,,m allgemeinen‘‘ deutet darauf hin, daB unter Umstanden
f(#, ¥,0) =0 keine Kurve 1st, wie z B bei f== 9" oder daB unter Umstinden
auch die Integralkurven uberall steigen, wie z B. fur f== 2% — 3, wo also
f(#, 3, 0) = 0 nicht trennen kann. Sind aber Stellen beiderler Art im Feld vor-
handen, so werden sie durch /(#, ,0) = 0 voneinander getrennt.
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jenigen, wo sie konvex sind. Ohne weiteren Zusatz kénnen diese An-
gaben nur dann verwendet werden, wenn die Differentialgleichung
in der Form 3’ =F (x, ») vorgelegt ist, und wenn dabei F (%, y) in einem
Bereich B samt seinen ersten Ableitungen als eindeutige und stetige
Funktion erkldrt ist. Dann wird F (x, y) == 0 der Ort derjenigen Punkte,
wo die Integralkurven der x-Achse parallel sind und

OF oF

a7 T, =0

wird der Ort der Wendepunkte. Wir wollen an einem Beispiele die
Verwertung der Angaben naher kennenlernen.

Es sei ¥ =1 4+ xy vorgelegt. Der Ort horizontaler Tangenten ist
die Hyperbel 1 4+ xy = 0, wahrend die Wendepunkte auf der Kurve
dritter Ordnung x + vy + %2y = 0 liegen!. Beide Kurven sind in Abb. 7
punktiert eingetragen.
Schon diese wenigen Be-
merkungen erlauben es,
zu erkennen, daB3 die In-
tegralkurven denin Abb 7
verzeichneten ungefahren
Verlauf haben mussen.
Man kann durch Be-
trachtung der Isoklinen
der Genauigkeit der Zeich-
nung noch etwas zu Hilfe
kommen, z. B beachten,
daB die Achsen stets un-
ter 45 Grad durchsetzt Abb 7
werden Aber nicht alle
Integralkurven konnen die x-Achse treffen Auch solche Kurven sind
in Abb. 7 zu sehen Wenn man namlich z B vom Punkte (+ 2, — 2)
beginnend ewne Integralkurve fur wachsende x wverfolgt, so fdllt sie
standig, verfolgt man sie aber fur abnehmende x, so steigt sie an, bis
sie die punktierte Hyperbel trifft. Hier 1st sie der x-Achse parallel,
um dann be1 weiter abnehmendem x wieder zu fallen.

4

)
- /i/ |

1 Die Punkte dieser C,; sind tatsachlich Wendepunkte der Integralkurven Denn
fur das 3’ der Integralkurven findet man 9" =2 + 3 xy + 22 4+ x%y Dae
Kurve 2 + 3 ¥y + #2 4+ 23y = 0 hat aber keinen eigentlichen Punkt mit der
C, gemein Man kann noch hinzufugen, daB jede Integralkurve, welche die C,
trifft, 1n diesem Schnittpunkt dieselbe auch durchsetzt Denn i1n emnem solchen
Schnittpunkt (%, ¥,) gilt fur die Richtung y; der Integralkurve y; = 1 4 %%,
wahrend sich die Richtung 3% der C; aus 1 -+ 2 %y, + (1 4+ #3) 9, = 0 ergibt
Im Falle emner Beruhrung beider im Punkte (#,, ¥,) muBte y; = y] sein Das
kann aber nur fur y, = 0 moglich sein Hier aber i1st wegen der Gleichung der
C; auch xy = 0. In diesem Punkte (0, 0) aber 1st y; =1, y; = — 1.
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§ 2. Singulire Punkte.

1. Allgemeine Bemerkungen. Wir haben S.27ff. bewiesen, daB
unter gewissen Voraussetzungen durch jeden Punkt eines Gebietes B
nur eine Losung der Dafferentialgleichung v = f(x, y) geht. Die Voraus-
setzungen aber waren diese" f(x, y) soll in B eindeutig und stetig sein
und einer LrpscHITZ-Bedingung

|7 (%, 91) — 7 (%, 92) | < M |y1 — 95|

geniigen Dabei ist M eine von x und dem Wertepaar y;, y, nicht ab-
hangende passende feste Zahl. Wir wollen uns nun die Frage vor-
legen, inwieweit die Bedingungen fur die Gdiiltigkeit des Ergebnisses
auch notwendig sind. Zunachst erinnern wir uns (vgl S 47), daB die
bloBe Stetigkeit von f(x,y) schon die Existenz der L&sungen zur
Folge hat Wenn nur f(x, y) eine stetige Funktion ist, so geht durch
jeden Punkt von B mindestens eine Losung hindurch. Aber ohne weitere
Voraussetzungen tber f(x, ¥) kann man nicht nachweisen, daB durch
jeden Punkt nur eine Losung geht. Tatsachlich kann man Differential-
gleichungen mit stetigem f(x, y) angeben, welche mehrere Losungen
durch ein und denselben Punkt schicken. Das gilt z. B. bei der Diffe-
rentialgleichung S

v'=+Vlyl

Denn ihre 1dsungen sind neben y = 0 die Parabeln

y=1%(x+ n)?* (fir x = — &)*
y=—2%(x+nr? ({fur x < —4),
welche bei x = — % die x-Achse beruhren.

Aber erinnern wir uns an die Defimition der Losung Losung heiB3t
jede differenzierbare Funktion, welche der Differentialgleichung genugt
Daher sind auch solche Kurven als Losungen anzusprechen, welche
aus emem geradlinigen Stuck und emnem Parabelbogen bestehen. Z B

y=0 fur x < a
y=4%(x—a)? fur x=a (¢=0).
Durch den Punkt x =0, y =0 geht auBer diesen Losungen auch
die Losung y = 0 hundurch?
Ein weiteres Beispiel ist dieses Die Losungen sollen durch folgende
Kurven geliefert werden:
y =, L0 fir y<L0
y=8x 0ZB<L1l fur 0Ly < x®
y=x249, y=0 fiir y=a2.

! Fur » << — & ware 3" nicht mehr positiv, so daB also nur diese Parabel-
bogen der Differentialgleichung genugen.

2 Auch anlaBlich der Betrachtung der CrarrauTschen Differentialgleichung
1st bereits ein ahnliches Vorkommnis erwahnt worden

(«, B,y Parameter
der Kurvenscharen)
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Daraus ergibt sich fur das f(x, v) der Differentialgleichung
Hx, ) =0 fur y<0

22, 0
f(x, y) = x %+ fir 0Ly < &2
0, x=20

f(x,y) =2x fiir y= x2.

Dies so fur alle x, y erklarte f(x, y) 1st durchweg stetig® Gleichwohl
gehen durch den Koordinatenanfangspunkt unendlich viele Losungen,
ndamlich die zwischen y = 0 und y = x2 gelegenen Parabeln y = fx2.

Man hat zeigen konnen, daB stets dann, wenn durch emmen Punkt P,
wo f(x,y) stetig ist, mehrere Ldsungen gehen, dieselben zwischen
zwei #uBersten Ldsungen liegen und einen von beiden bestimmten
Bereich in der Umgebung von P liickenlos ausfullen2

Eine hinreichende Bedingung dafiir, dal eine stetige Differential-
gleichung durch jeden Punkt nur eine L&sung schickt, haben wir in
der LipscHiTz-Bedingung erkannt. Oscoop? ist in der Frage nach hin-
reichenden Bedingungen fur die Einzigkeit der Losungen zu folgendem
Ergebnis gekommen: ¢ (u) sei eine stetige Funktion, ¢ (0) =0, () >0

%o

fur # > 0, lim du

—— =00, 0<e<<u,. E i
Lm | oo N s sei

[f(xr}ﬁ) _f(x:Y2)l§99(|y1"y2§),

in dem der Betrachtung unterliegenden Bereich Dann gibt es bei
gegebener Anfangsbedingung nur eine Lésung Man kann also z B.
mit @(#) = u log # arbeiten. TAMARKINE® hat eine hinreichende Be-
dingung fur die Existenz mehrerer Losungen hinzugefugt Es sei y (%)

g

d
¥ ()

stetig und monoton wachsend, 3 (0) =0 und f konvergent,
(4]

ferner
[fx, v) — F(x, va) | =9 (v — v, )

in der Umgebung von (x,, v,) Dann gehen durch diesen Punkt mehrere
Losungen#*

1 Fur (x, y) = (0, 0) folgt dies daraus, daB fur alle (x, ) | f(x, ¥)| < 2| #] st

2 Man vgl W F Oscoop i1n den Monatsheften fur Mathematik und Physik
Bd 9, S 331 1898 Ferner H KNESER 1n den Sitzgsber preu3 Akad Wiss,
Physik -math Kl 1923, S 171, wo emn analoger Satz fur Systeme bewiesen wird

3 Math Zeitschr Bd 16, S 207 1903.

4 Wegen weiterer Literatur, auch betr Ausdehnung auf Systeme, vgl den
zusammenfassenden Bericht von M MurrLeEr 1m Jahresbericht der Deutsch
Math Ver Bd 37, S 33ff 1928
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Nun will ich weiter noch Differentialgleichungen betrachten, bei
welchen die Stetigkeit des Richiungsfeldes in einzelnen Punkien unter-
brochen ist.

Eine Stelle, wo eine oder die andere Voraussetzung unseres Exi-
stenzsatzes von S. 27/28 nicht erfullt ist, soll stets eine singulire Stelle
heiBen.

2. Typische Falle. 1. Ich betrachte
ay Ea

ax x
und will den Verlauf der Ldsungen dieser Differentialgleichung in der
Nahe des Koordinatenanfanges untersuchen. Da die Losungen die
Geraden y = cx sind, so zeigt sich, daB alle Integralkurven den Koor-
dinatenanfang passieren. Denn jede Integralkurve ist durch einen
ihrer Punkte (x,, v,) festgelegt. Die durch diesen Punkt gehende Inte-

gralkurve ist y = %9— %. Tatsachlich ist ja auch —f—;— fur (x, y) = (0,0)

nicht stetig, und das ermoglicht es, daB durch diesen Punkt nicht eine,
sondern alle Losungen gehen. Aber nicht jede Unstetigkeit am Koor-
dinatenanfang hat diese Folge

2. Wir brauchen nur die Gleichung
(1) Y —a?, a+1

ax %

zu betrachten, um dies einzusehen. Man findet namlich y = cx® als
Losungen. Je nach der Beschaffenheit von & zeigen diese aber ver-
schiedenes Verhalten. Den Fall @ =1 haben wir ja schon vorweg-
genommen Ist a positiv, so erkennt man, daB nach wie vor alle Integral-
kurven durch den Xoordinatenanfang gehen Sic beruhren dort alle
die x-Achse, wenn a > 1 1st. Sie beruhren alle bis auf cine die v-Achse,
wenn a <1 ist.

Wir sagen in all den bisher behandelten Fallen, cs liege mn (0, 0)
ein Knotenpunkt der Losungen vor

Ein ganz anderes Bild bieten die Falle @ << 0 dar Dann sind namlich
durch

Yy == cx%

hyperbelartige Kurven dargestellt, deren Asymptoten dic x- und die
y-Achse sind. Die eine der beiden Geraden, namlich y = 0 gchort
auch zu den Losungen. Beide Geraden werden Losungen, wenn man statt

der Gleichung (1) das System % =X, % = ay betrachtet. Es hat
abgesehen von x = 0 die gleichen Losungen wie (1). Wir sagen in diesem
Falle, es hege ein Sattelpunkt vor, weil die Integralkurven ahnlich
aussehen wie die Hohenlinien in der Nahe eines Gebirgssattels.

In allen diesen Fdllen gibt es also Integralkurven durch den Koordi-

natenanfang, also durch den singularen Punkt der Differentialgleichung.
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Darunter waren immer — wenn wir an den Systemfall denken — min-
destens zwei Geraden. Nur eine Gerade kommt unter den Integral-
kurven von
P
3. ¥y =—

vor. Die Integralkurven sind nimlich

y = x(c + log| x])

und darunter kommt nur die Gerade x = 0 vor. Alle Integralkurven
gehen durch den Koordinatenanfang, weil fiir x — 0 auch y — O strebt.
Wir haben also noch einen Knotenfall.

Nun werden wir endlich noch Fille kennenlernen, wo keine Integral-
kurven durch den singuliren Punkt gehen.

4. So sind z. B. die Integralkurven von

dy x

ax ¥
die Kreise

%2+ 92 =c.

Wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven sich geschlossen
um den singularen Punkt herumlegen, spricht man von einem Wirbel-
punkt

5 Endlich betrachte ich noch die Differentialgleichung der logarith-
mischen Spiralen

ay %+ ay
ar  ax — v °

Zur Integration dieser Gleichung fuhrt man am besten Polar-
koordinaten durch
X = ¥ COS @

= 7 sin @
e Dann wird die Gleichung

%’; —ra.
Also sind wirklich die logarithmischen Spiralen
¥ =ce*?
die Losungen Diese durchsetzen bekanntlich alle Strahlen durch den
Ursprung unter emem festen Winkel, dessen Tangens % ist DaB dies

der Fall ist, kann man ja auch direkt aus der Differentialgleichung
ablesen. Setzt man namlich

und
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so kann man ja die Differentialgleichung so schreiben
Y =tg(x+ ¢).

Jedesmal dann, wenn, wie 1n diesem Beispiel die Integralkurven
sich asymptotisch um den singularen Punkt herum winden, spricht man
von einem Strudelpunkt.

Die hier untersuchten Beispiele sind nun zunachst typisch fur die
homogene Differentialgleichung

ay __ Cx 4 Dy

dx Ax 4+ By’
wie wir 1m nachsten Paragraphen sehen werden. Sie sind aber auch
typisch fur eine ausgedehnte weitere Klasse von Differentialgleichungen

(§ 6).
. . . . , Cx+ Dy
§ 8. Die homogene Differentialgleichung y = AxFBy -

Ich setze voraus, daB in dieser Differentialgleichung AD — BC == 0
ist. Denn sonst sind auf der rechten Seite Zahler und Nenner proportio-
nal, so daB sich die Gleichung auf 3’ = const bzw im Systemfall auch
auf %’ = 0 reduziert

Die an den Beispielen des § 2 und schon friher gesammelten Er-
fahrungen lassen es zweckmaBig erscheinen, statt

, __Cx+ Dy

(1) y = 4%+ By
das System dx
@) ”
ay

—;j—t = Cx—f—Dy

zu untersuchen Jede Losung von (1) gibt zu emer Losung von (2)
AnlaB und umgekehrt fuhrt jede Losung von (2) zu einer Lésung von

(1), es sei denn, daB fur dieselbe % =0 ist, d h daB3 es sich um cine

Parallele zur y-Achse handelt Man kann also auch sagen, daB der Uber-
gang von (1) zu (2) eine Erweiterung des Begriffs ,,Lésung von @«
bedeutet
Ich will zunachst zusehen, welche Vereinfachungen das System (2)
durch eine lineare Koordinatentransformation erfahren kann. Ich fuhre
durch?
&= oax+
3) { By
n=yx+dy
(x, B, 7,6 sind Konstanten, fur die «d — By 40 ist)
1 Ein Leser, der den Matrizenkalkul beherrscht, wird die folgenden Betrach-

tungen knapper fassen konnen Vgl z B I BIEBERBACH Analytische Geo-
metrie. S 79 Leipzig B G.TeuBNER 1930
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§ 3 Die homogene Differentialgleichung 3" = m - 75
die neuen Verdnderlichen &, 7 ein. Ich erhalte
a§ __ dx dy dn __ _dx ay
= *zwtBam T =rvmt o

Ich will versuchen, durch passende Wahl der «,!8, v, 8 das System auf
die Gestalt
aé dn

(4) 7; = A&, = = 427 (A;, 45 konstant)
zu bringen. Das fiithrt dazu, daB fur alle x, y die beiden Gleichungen

x(@ad + BC) +y(x B + D)= A (xx + By)

(A +8C)+y(y B+ 0D)=2(rx+9Jy)
gelten. Daher muB sein:

a(d —2A)+BC =0 YA —2)+6C =0
6] und
o« B 4+ BD —A)=0 y B + (D —A) 8 =0.
Das sind zwei Paar linearer Gleichungen mit je zwer Unbekannten
o, bzw. 9, d. Sollen dieselben nichttriviale Losungen besitzen, so
missen A; und A, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung
A—1 C

©) B pD—al"°

22— AA4A+D)+AD — BC =0

sein Man nennt sie die charakieristzsche Gleichung des Systems (2).

Wenn diese Gleichung zwer voneinander verschiedene Wurzeln besitzt,
so gehoren dazu vermdge der zwei Paar linearer Gleichungen (5) vier
Zahlen o, f8, v, 8, deren Determinante a«d — By von Null verschieden
ist Anderenfalls ware das dem einen Gleichungspaar (5) genugende
Zahlenpaar «, f dem Zahlenpaar ¢, § proportional, das dem anderen
Gleichungspaar (5) genugt Da es sich um homogene Gleichungen
handelt, so darf man ¥ =« und 6 = nehmen Dann wurden aber
die beirden oberen Gleichungen (5) zur Folge haben, daf3 «d, = x4, 1st.
Wegen A, &+ 4, ware also « =0 Aus demselben Grund ware f =0
Wir hatten es also doch mit den trivialen Losungen der Gleichungen (5)
zu tun Es 1st also «d — Sy &= 0. Daher 1st durch (3) emne lineare Sub-
stitution erklart, welche das System (2) auf die Form (4) bringt Da
AD — BC == 0 angenommen wurde und da nach (6) A D — BC =1,4,
1st, so kann keines der beiden A verschwinden Sind insbesondere A4,
und A, reell, so sind sofort einige der im vorigen Paragraphen besproche-
nen Falle wieder zu erkennen. Wenn aber die 4; und A, konjugiert
komplex sind, so bleibt erst noch zu untersuchen, welcher der im vorigen
Paragraphen besprochenen Falle sich unter dieser komplexen Form
verbirgt. Um das zu erkennen, mache ich in (4) die neue Substitution

oder

&~

E=re7, n =re P
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So erhalt man das System

’ , A —
porkh) g =k
Die Integralkurven sind also
Ay — A

7 = ¢, exXp (ll _;—l—zt> , @ = "2 (t + o),

d. h.
A+ A

(8) 7=ceXP("’,1i—}.:¢>‘

Dabei sind ¢,, ¢,, ¢ Konstanten und exp (x) bedeutet e=.
Die Integralkurven werden also Spiralen, es sei denn, da@3

J+ Ag =10

1st. Dann sind es geschlossene Kurven (Ellipsen, da die x, y mit den
&,7n durch eine affine Transformation verbunden sind) Es liegt also
ein Strudelpunkt oder ein Wirbelpunkt vor.

Nun bleibt noch der Fall zu behandeln, wo die quadratische Glei-
chung (6) zwei zusammenfallende Wurzeln hat.

Ich betrachte erst den Fall, daB die Gleichungen (5) identisch
erfullt sind. Dann kann man « =1, § =0, ¥y =0, 6 = 1 nehmen.
Die Substitution ist also & = x, y = 5. Daher hat jetzt das System (2)
von vornherein die Gestalt.

% =A%, L:i—;: =4y
mit lauter geradlinigen Integralkurven Sind aber die Gleichungen (5)
nicht 1dentisch erfullt, so wollen wir dic Kocffizienten «, 8 aus (5)
bestimmen, die y, § aber zunachst noch beliebig annchmen, aber so,
daB od — By == 0 1st Dadurch wird dann (2) auf dic Form

9) e =TI 4y

gebracht.

Hier ist aber 4 =J1,. Dies folgt daraus, dafB die charakteristischen
Gleichungen fur das ursprunglhche System (2) und das transformierte (9)
ubereinstimmen Geht namlich durch irgendeine Transformation (3) das
System (2) in

(10) = A&+ By
an
2 =1&+4n
iiber, und ist
x=a'd+F7

y=y§&+9dn
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§ 3. Die homogene Differentialgleichung 3’ = Azt By° 77
die zu (2) inverse Transformration, so wird -(im Sinne des Matrizen-
kalkiils

(72)=Ca)EnC5)
ra) — \yé/\cD/\y &
und also)
(A—/'l B _|«xpll4—41 B o« B
| I A—/’L‘ T |yd H C D—14 )y'é’ ’

wie man sofort nachpruft. Die charakteristische Gleichung des trans-
formierten Systems hat also dieselben Wurzeln wie die charakteristische
Gleichung von (2). Daher ist in (9) auch 4 = 4,. In dem so erhaltenen
System

2 =ng, D =TIt unm

mache man im Falle I" &= 0 nun weiter die Substitution I'& = 1,&,.
Dann geht es in
%?=)“151’ %—;l'=)'1(§1+?7)

iiber, und dies haben wir schon im vorigen Paragraphen untersucht.

Von Xoordinatentransformationen abgesehen, sind also die im
vorigen Paragraphen studierten Fille die einzigen, welche bei den
in der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen
vorkommen

Ich merke noch die rechnerischen Ergebnisse der Uberlegungen
an. Unsere Differentialgleichungen (2) zerfallen zunichst mit Rucksicht
auf die Gleichung (6) in drei Klassen-

Klasse I: (A —D)2+4BC=>0
" II: 4 —D)2 +4BC <O
,, III. (A —D)2+4+4BC=0.
Be1 Klasse I sind alle Integrale in
(yx + 0y)~* (wx + By)* = const

enthalten. 4, und 4, sind die beiden Wurzeln der Gleichung (6) «, 8, y,
konnen aus (5) berechnet werden. Wenn dann 4, und A, gleiches Vor-
zeichen haben, d h wenn

AD—BC>0

ist, so haben wir emnen Knotenpunkt. Wenn aber 4; und 4, verschiedene
Vorzeichen haben, wenn also

AD—BC<O

1st, so liegt ein Sattelpunkt vor.
Bei Klasse II kann gleichfalls das allgemeine Integral auf die Form

(yx + 8y)~* (xx + By)* = const
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gebracht werden Das ist keine reelle Schreibweise. Die Betrachtungen
von S. 75 und von S. 76 lehren aber, wie dieselbe zu erhalten ist. Man
findet beim Ubergang zu Polarkoordinaten von &, # aus nach (8)

AytAa ax+ By
Ag—2y yZ+oy
L

(x +By) (yx + dy) =ce
Es liegt im allgemeinen ein Strudelpunkt und ausnahmswelse ein
Wirbelpunkt vor Insbesondere arten die Spiralen in Ellipsen aus,
wenn A; + A, = 0 ist. Ihre Gleichung wird

lox + Byf2=c.

Setzt man

o= 0ty + %y

B =81+ 2P,
so wird 1hre Gleichung

(g% + 1 Y)? + (e x + Bay)® = c.
Bei der Klasse III liegt wieder ein Knotenpunkt mit einer einzigen

Geraden

ax +py=20
vor, deren Koeffizienten «, 8 sich aus (2) bestimmen.

§ 4. Allgemeine Sitze iiber den Verlauf der Integralkurven
im reellen Gebiet.

1. Vektorfeld. Die bloBe Anwendung der Satze uber dic stetige
Abhangigkeit der Integralkurven von den Anfangsbedingungen lalt
weitgehende Schlusse uber den Verlauf der Integralkurven ciner Diffe-
rentialgleichung

ay Q& 9)
(b e )
in einem Geblete B zu, wo Zdhler und Nenner als cindcutige und
stetige mit stetigen ersten Ableitungen nach x und y verschene Funk-
tionen erkldrt sind. | P(x, ) | und | Q(x, ¥) | mogen 1in B unter einer
Schranke M bleiben. Es erweist sich fur die Betrachtung als zweck-
maBig, die Integralkurven auf einen Parameter ¢ zu beziehen und also
die Differentialgleichungen in der Form

) =Py, =0y

anzunehmen. Durch diese Einfuhrung wird das durch (1) definierte
Feld von Linienelementen durch ein Feld von Vektoren (gerichteten
Geraden) ersetzt. Denn durch (2) wird nicht nur die Tangente der
Integralkurve im Punkte (v, y) gegeben, sondern auch die Richtung
bestimmt, in welcher fir wachsende ¢ die Integralkurve den Punkt
passiert. Nur in den Punkten, wo P und Q beide verschwinden, wird
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keine bestimmte Richtung erklirt. Wir nennen solche Punkte singuldre
Stellen des Vektorfeldes. Bei den folgenden Darlegungen aus diesem von
H. POINCARE * begrundeten Gebiet stiitze ich mich im wesentlichen auf
eine Arbeit von BENDIXSON?2:

2. Feld von L3sungskurven. Zunichst betrachten wir einen Kurven-
bogen x =x(z), vy =y () (7o =7 = 1), der nirgends den Feldvektor
beriihren soll und fir den x’(z) und 3’ (z) stetig sind und nicht gleich-
zeitig verschwinden.

Die Losungen durch die Punkte dieses Kurvenbogens bilden in einer
gewissen Umgebung desselben ein Feld, d.h. sie erfullen einen diesen
Kurvenbogen enthaltenden Bereich vollig derart, daB durch jeden
Punkt desselben genau eine L&sung geht. Es seien

(3) x==x(7), y=y(E7)
diese Losungen. Es se1

x(o,7) =2(7), y(,7)=1y(7)-
Dann ist

da(t,T) ot Ot ot It

nach S. 41 fur 7, = v = 7; und alle # einer gewissen Umgebung von £,
stetig und von Null verschieden. Denn fur ¢ = ¢, 1st dies der Fall, da
die Anfangskurve die Losungen nicht beriihrt. Nach bekannten Satzen
uber implizite Funktionen kann man daher fur alle x,y aus einer
gewissen Umgebung der Anfangskurve die Gleichungen (3) auf genau
eine Weise durch Werte ¢ aus der Nahe von #, und Werte T aus jenem
Intervall befriedigen, worin unsere Behauptung liegt

3. Verhalten der Lésungen fur grofle Parameterwerte. Wir haben
schon S 35 festgestellt, daB zu jedem Punkt x = x5, y = y, des Ge-

bietes B und endliches /, genau eine Losung gehort, fur die Iim x (f) = x,,
1>t

lim y () = y, ist Eine Anderung des endlichen Wertes 7,, welchen man
t->to
dem Punkte zuordnet, andert an der Losungskurve x = x(¢), v = vy (¢)

nichts, dadurch andert sich nur die Parameterdarstelung Das folgt
sofort daraus, daB emne Substitution ¢, = ¢ + # die Differentialglel-
chungen, auf deren rechter Seite ja der Parameter fehlt, nicht dndert
Hat man also zwer Losungen

% (), y1(8) und  x; (%), ¥, (%)
deravt, dapP fur t =t,, t* =1, + h
%y (bo) = %3 (bo + 2),  ¥1(f0) =2 (o + A)
1 Die 1n Betracht koinmenden Arbeiten POINCAREs aus den Jahren 1878—1887

sind in dem Bd 1 der Oeuvres de HENRI POINCARE bequem zuganglich.
2 Acta mathematica Bd 24. 1900
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2st, so 1st fir alle v
%y (o +7) = % (bo + 2+ 7), yi(to+7) =9 (b0 + 2+ 7).

Eine solche durch emen Punkt x,, y, festgelegte Losung wollen wir
nun auf ihrem weiteren Verlauf verfolgen. Sie mége etwa von x,, y, aus-
gehend ein Stick weit nach der Methode der sukzessiven Approxi-
mationen durch eine Reihe dargestellt sein. Ist dann x,;, y; mit dem
Parameterwert #, ein weirterer durch diese Darstellung erfaBter Punkt
der Losung, so kénnen wir fur «#,, v,, ¢, erneut das Verfahren der suk-
zessiven Approximationen ansetzen und so die Losung ein Stiick weiter
verfolgen. Nun sind zwei Falle denkbar. Entweder kann man dabei
bei fallenden oder bei wachsenden Parametern nicht {iber einen ge-
wissen endlichen Grenzwert 7= des Parameters hinauskommen, oder
aber man kann dabei zu beliebig groBen Werten des Parameters ge-
langen. Es geniigt dabei vollig, wachsende Parameter zu betrachten.
Der andere Fall wird durch die Substitution ¢, = — ¢ auf diesen zuriick-
gefihrt. Zunachst ist leicht zu sehen: Wenn man ber der Forisetzung
nicht zu beliebig grofen Parameterwerten gelangen kann, wenwn also die
obeve Grenze T der langs der Kurve in B erveichbarem Parawmeterwerte
endlich ist, so kann die Losungskurve fiiyr gegen 1T wachsende Parameter-
werte nicht im Inneren eines abgeschlossenen Teiles des Berveiches B
bleiben. Denn nach Voraussetzung gilt langs der Kurve:

[Px@,y@) <M, [Qx@, y@®)| <M fir f(,=:<T.
Daraus folgt

lx(tl) - x(tz)l <M ltl — tzl’ ly(tl) _“y(tz)l <M |'51 — tzl'
Das bedeutet aber die Existenz der Grenzwerte

lim % ()) = a, Ilmy (@) =5.
t—>T t>T

Der Punkt (a, ) muBite somit dem Inneren von B angchdren Das
widerspricht aber der vorhin erwahnten Feststellung von S 35, weil
man sonst die Lésung fir T ubertreffende Parameterwerte verfolgen
konnte. Der Punkt (a, b) liegt also am Rand des Bereiches und gegen
1hn konvergiert die Kurve fur £ — T

Ich wende mich zu dem anderen der beiden unterschiedenen Falle
In ihm kann man die Losung fir beliebig groBe Paramecterwerte in B
verfolgen, ohne einen gewissen abgeschlossenen Teilbereich von B
dabei zu verlassen.

Ich will den Spezialfall vorwegnehmen, daBl beide Grenzwerte

lim x () = a, Imy(f) =5
>0 t—> oo

existieren. Dann ist, wie ich zeigen will,
P (a,b) = und Q (a,d) = 0.
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(@, b) liegt namlich in B; wire z. B. P(a, b) &= 0, so wire jedenfalls
fir genuigend groB8e £, z. B. fiir { > m,

1P (@), ye)l > | 252 .

Daher wire wegen der Stetigkeit von P(x (%), y(f)) fiir groBe £ entweder
standig

P(a b)

P(x(),y@®) > >0,

oder standig

P(x@)y @) <&

In beiden Fallen folgt durch Integration

< 0.

|2 (8) — xom) | > L2G ¢ — o),
so daB also gegen Annahme hm | x(£) | = oo sein miiBte. Stellen (z, b),

fiir welche P (2, ) = 0 und Q(a b) = 0 ist, nannten wir S. 72 singulare
Stellen der Differentialgleichung (1), wofern nicht das gleichzeitige
Verschwinden von P (x, ) und Q (», y) durch Beseitigung eines gemein-
samen Faktors zu beheben ist. Ubertragen wir die dort gegebene Defi-
nition sinngemaB auf das System (2) so gehort der Punkt (a, b) jeden-
falls nicht zu den singuldren, weil die im Existenzsatz von S. 34/35 for-
mulierten Voraussetzungen jedenfalls erfullt sind. Tatsachlich geht ja
durch den Punkt (2, d) die Losung x =a,y = b, welche das all-
gemeine Existenztheorem liefert. Es ist aber nach dem eben Fest-
gestellten nicht ausgeschlossen, daB unter Umstdnden noch eine weitere
Integralkurve diesem Punkte fur £— 0o zustrebt. Auch stellt ja die
vom Existenztheorem gelieferte Losung ¥ = a, vy = b 1n der x-y-Ebene
kemne eigentliche Kurve dar. Schon die Betrachtungen des vorigen
Paragraphen haben uns einigen AufschluB uber die hier etwa zu
erwartenden Moglichkeiten gegeben. Wir wollen diesemm Sachverhalt
entsprechend die Stellen (a, b), wie schon S. 35 erwahnt, zu den singularen
rechnen. Der Wortlaut unserer Definition von S. 72 schlieBt ja auch
eine solche Erweiterung der Begriffsbestimmung nicht aus

4. Geschlossene Integralkurven. Ich betrachte nun einen Kurven-
bogen x = x(t),y =y @), t =¥, der keinen singuliren Punkt der
Differentialgleichungen (2) trifft Die Punkte x(f), v (¢) sollen fir t— oo
mehrere Hiufungspunkie in B besitzen Es soll also im Inneren ron B
Punkie geben, denen |x(t), vy (f)| fir beliebig groBe t beliebig nahe Rommi.
Am Rande von B und wn singularen Punkien sollen dagegen solche
Haufungspunkte nicht liegen. Dann ist die Kurve L: x = x(t), y = vy (t)
entweder selbst eine geschlosseme Kurve, oder aber die Haufungspunkie
fr t— oo liegen auf einer anderven geschlossenen IntegralRurve.

BIEBERBACH, Differentialgleichungen 38 Aufl. 6
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Diese Aussage entspricht der schon fiir den Fall der Existenz der
Grenzwerte gemachten besonderen Feststellung. Denn die einem
singularen Punkte (@, b) entsprechende Losung x =a,y = b gehort
zu den geschlossenen Losungen

Zum Beweise unterscheide ich zwe: Falle. Ich nehme zunachst an,
ein Haufungspunkt gehore der Lisung L selbst an. Die Losung soll also
einem ihrer Punkte fiir beliebig groBe ¢ beliebig nahe kommen. Dann
ist die Losung notwendig geschlossen.

Als geschlossene Losung wird eine Losung angesprochen, auf welcher
zu einzelnen Punkten mehrere Parameterwerte gehoren. D. h. also:
einen solchen Punkt passiert die Kurve nicht allein fiir £ = #,, sondern
noch fir einen anderen Wert ¢, + 4. Daraus folgt aber, daB auch be-
liebige Parameterwerte ¢, + = und £, + 4 + v dieselben Punkte crgeben
(S.79/80). Die samtlichen Kurvenpunkte sind also durch dic zwischen
¢, und ¢, 4 & gelegenen Parameterwerte bereits erschopft

Ich will also jetzt beweisen, daf die Lésung L notwendig geschlossen
ist, wenn eimer thvey zu t-—> oo gehovigen Haufungspunkte auf thr liegt
P sei emn solcher Haufungspunkt. Ich errichte in demselben die Kurven-
normale. Falls die Losung nicht geschlossen ist, so muB3 diesc Normale
von der Losung in unendlich vielen Punkten getroffen werden, die
sich in P hdufen. Denn sei Q irgendein welterer Punkt der Ldsung
P gehore zum Parameter p, Q zum Parameter ¢ Dann lehrt der Satz
von der stetigen Abhdngigkeit der Losungen von den Anfangspunktcn,
daB in einem beliebig gegebenen Parameterintervall p — 6 < ¢ <X p + &
die Losung von den zu den um g — p» groBeren Parameterwerten
g —d <t < g+ 8§ gehorigen Losungspunkten nur wenig abweicht,
wofern nur Q hinreichend nahe ber P gewidhlt 1st Stellt man also
diese Uberlegung fur emne gegen P konvergierende Folge von Punkten ),
der Losung L an, deren Parameterwerte g, — oo streben, so crhalt
man unendlich viele Kurvenbogen, die belicbig nahe an dem um P
abgegrenzten Bogen der Ldsung L cntlang laufen Wenn dic Kurve L
geschlossen ist, dann fallen alle diese Bogen zusammen Unsere Annahme,
die Kurve sei nicht geschlossen, hat zur Folge, daB alle dicse Bogen
die Normale uberschreiten, und zwar miissen sie alle in hinrcichender
Nahe von P bei wachsenden Parameterwerten die Normale im gleichen
Sinne Uiberschreiten. Auch dies folgt ja aus der Stetigkeitsbetrachtung,
well doch 1n hinreichender Nahe von P nur geringe Richtungsunter-
schiede der Integralkurven vorkommen. Dies aber fuhrt zu ciner gestalt-
lichen Unmoglichkeit Man gebe ein P enthaltendes Normalenstuck »
vor, das so kurz gewahlt sei, daB es von allen Bogen im gleichen Sinn
uberschritten wird. Man verfolge die Losung von P aus im Sinne wach-
sender Parameter, bis sie zum ersten Male die Normale des Punktes P
trifft. Dieser Treffpunkt sei P,. Der Kurvenbogen PP, und das
Normalenstiick P P, begrenzen dann nach dem Jorpanschen Kurven-
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satz! einen Bereich, aus welchem die Loésung nie wieder austreten
(Abb. 8a) oder in den sie nie wieder eintreten kann (Abb. 8b), da sie
ja das Normalenstiick P P,, wenn iiberhaupt, so nur immer im selben
Sinne iiberschreiten kann, und da sie keinen Punkt des Bogens P P,
treffen kann, ohne mit diesem Bogen im weiteren Verlauf iiberein-
zustimmen. Der Bogen P P; enthilt P

namlich nach Voraussetzung keinen P X

singulidren Punkt. Daraus folgt, daB auf
der Normalen die Schnittpunkte in der-
selben Reihenfolge aufeinander folgen,
wie die zugehorigen Parameterwerte
auf der Kurve. P; ist also der P zu-
nachst gelegene Schnittpunkt auf der
Normalen. 2P konnte also nicht Haufungspunkt der Schnittpunkte
sein. Die Losung L muB also selbst geschlossen sein. Denn die An-
nahme, sie sei nicht geschlossen, fuhrt zu unmoglichen Konsequenzen.

Ich betrachte nun den anderen Fall. P sei also ein Haufungspunki,
der nichi auf der zu wuniersuchenden Losung L lhegt. Alsdann will ich
zeigen, daf die durch P gehende Lisung L' geschlossen ist. Jedenfalls
ist sofort zu sehen, daB3 jeder Punkt der durch P gehenden Losung L’
ein Haufungspunkt von L fur #-—» oo ist. Das folgt wie eben durch
Betrachtung einer gegen P konvergierenden Folge von Punkten Q,
von L. Sind namlich Q, auf L und P auf L’ gelegene Punkte, so be-
trachte man die Integralkurven L und L’, die fur ¢ = ¢, durch Q, oder
P gehen Fur ein beliebiges Intervall? 7y, = ¢{ =< 7 sind sie dann um so
weniger voneinander verschieden, je naher Q, und P beieinander liegen.
Daher kann auch L’ keinem singularen Punkt und auch nicht dem
Rande von B beliebig nahe kommen, weil sonst dasselbe (gegen An-
nahme) fur L zutreffen muBte3. Wenn namlich L’ fur £ - oo dem singu-
laren Punkt o beliebig nahe kame, so bestimme man 7 so, daB der zu
? = T gehorige Punkt von L’ um weniger als eine vorgegebene Zahl

Abb. 8 a. Abb. 8 b.

—;— > 0 von o entfernt 1st. Alsdann bestimme man Q, auf L so nahe bei

P, daB fur ¢, =< ¢ = T die Kurve L um weniger als —;—— von L"abweicht.

Dann hat der zu ¢ = T gehorige Punkt von L emne Entfernung von o,

1 Der beste heute bekannte Beweis 1st der von E. SCEMIDT 1n den Sitzgsber
preu Akad Wiss 1923, S 318—329.

2 Dies folgt mit Hilfe des BorELschen Uberdeckungssatzes sofort aus dem, was
S 44 uber die Intervalle gesagt wurde, fur die dort die Stetigkeit bewiesen wurde
Die dort angestellten Betrachtungen lassen sich ja mit Leichtigkeit auf Systeme
ubertragen

3 In dem Falle, wo neben anderen auch Haufungspunkte von L in singulare
Punkte fallen, lehrt unsere Betrachtung, daB jedenfalls ein beiderseits von singu-
laren Punkten begrenzter Bogen von L’ von Haufungspunkten besetzt ist.

6%
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die & nicht ubertrifft. Da man aber ¢ > 0 beliebig wahlen kann, so
kommt man in Widerspruch mit den iiber L gemachten Annahmen.

L’ verlauft also fur # = 4, vollig in einem abgeschlossenen Teil-
bereich von B, an dessen Rand kein singularer Punkt von B liegt.
Daher muB3 L’ im Innern von B fur {— oo Hiufungspunkte besitzen,
die nicht singular sind. Diese Haufungspunkte liegen aber notwendig
auf L’. Anderenfalls se1 R ein solcher Hiufungspunkt von L’. Dann
mache 1ch im Punkte R bei L’ dieselbe Betrachtung wie im vorigen
Falle im Punkte P bei L. Die durch R gehende Losung heit dann
L*. Auf ihr errichte ich in R die Normale und schneide diese mit L’.
Wieder erkenne ich, daB auf dieser Normalen in geniigender Nahe
von R die Schnittpunkte mit L’ in derselben Reihenfolge liegen wie die
zugehorigen Parameterwerte auf L’. Es seien also R;, R,, R; drei solche
Schnittpunkte mut L’ und ¢, <{, <<?3 die zugehorigen Parameter-
werte. Nun aber kann man einsehen, daB zwischen R; und R, sowohl
wie zwischen R, und R; die Normale nur emmal von L geschnitten
werden kann. Daraus wurde dann folgen, daB R, nicht Haufungs-
punkt von L sein kann, entgegen der schon bekannten Tatsache, daB
jeder Punkt von L’ ein solcher Haufungspunkt ist Um z B. zu erkennen,
daB die Normale zwischen R, und R, nur emnmal von L geschnitten
werden kann, mufB man nur bemerken, dafB alle etwa vorhandenen
Uberschreitungen, falls nur R,, R,, R; geniigend nahc an R gewahlt
sind, im selben Sinn erfolgen muBten. Da aber der Bogen R, R, von
L’ keinen singularen Punkt trifft und da er zusammen mit dem Geraden-
stuck R, R, einen Bereich begrenzt, so muBten die Uberschreitungen
abwechselnd in der einen oder in der anderen Richtung geschchen,
den Emn- und Austritten von L aus diesem Bereich entsprechend Denn
L kann ja L’ nicht schneiden, ohne mit ihm zusammenzufallen. Da
somit die Annahme, R lage nicht auf L’, zu Ungereimtheiten fuhrt,
so muB3 R auf L’ liegen. Daher 1st L’ geschlossen.

5. Periodische Ldsungen und Spiralen. Unser Satz i1st damit be-
wiesen. Er kann aber noch durch die folgenden Bemerkungen crganzt
werden. Die Kurve L 1st jedenfalls eine Spirale, dic sich in immer
engeren Windungen an das geschlossene L’ heranlegt L’ nennt man
emnen Grenzzykel oder auch eine periodische Losung Ist xq, v,, £, cin
Punkt der Losung und ist v die kleinste positive Zahl, fur die

(4) %o = x (f) = x (£y + T), Yo =¥ (%0) = ¥y (Yo + 7T)

1st, so heiBt ¢ die Periode der Losung. = ist davon unabhangig, welchen
Punkt der Losung man mit x,, y,, £, bezeichnet hat. Denn aus (4)
folgt fur beliebige £ nach S 79/80

2@ =x(t+7), YO =yE+7).

Nun ergibt sich weiter, daf alle Losungen, welche nur irgend einmal geniigend
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nahe an L' hevankommen und welche mit L zusammen auf devselben Seite
von L’ lregen, Spiralen sein miissen, die sich fir gegen co wachsende t dem L'
asymptotisch nahern. Um das zu erkennen, beschrinken wir die Betrachtung
auf einen an L’ nach der Seite von L angrenzenden zweifach zusammen-
hangenden Bereich, der frei von singuldren Punkten ist. Solche konnen
nimlich nur da liegen, wo P und Q gleichzeitig verschwinden. Da auf
L’ solche singulare Stellen nicht liegen, so gibt es aus Stetigkeitsgriinden
einen solchen zweifach zusammenhingenden Bereich Wir wahlen auf
L einen Punkt derart, daB alle zu gréBeren Parameterwerten gehérenden
Punkte von L ganz jenem zweifach zusammenhangenden Bereich an-
gehoéren. Wir errichten in einem
Punkt von L’ nach der Seite,
auf der L liegt, eine Normale
so kurz, daB3 sie jenen Bereich
nicht verlaBt, und daB sie von
jeder sie treffenden Losung
immer 1m gleichen Sinn ge-
troffen wird. Von L behalten wir
nur noch den Teilbogen bei, der
in einem solchen Treffpunkt R, beginnt, und der sich uber alle groBeren
Parameterwerte erstreckt. Den Teilbogen von L, der zwischen zwei
aufeinanderfolgenden der Treffpunkte R,, R,, R;, . . mit der Normalen
liegt, nennen wir emne Windung von L Jede Windung von L bildet
mit dem ihre Endpunkte verbindenden Normalenstiick eine geschlossene
Jordankurve. Eine solche konnen wir zur Begrenzung des zweifach
zusammenhangenden Bereiches verwenden. Durch die den ubrigen
Windungen entsprechenden Jordankurven erscheint dieser dann 1in
Teibereiche zerlegt (Abb. 9) Wir stellen zunachst fest, daB keine ge-
schlossenen Losungen existieren, welche das Normalenstick zwischen
R und R, treffen Moge z B eine solche Losung die Normale zwischen
R, und R, ,, beim Parameterwert £, treffen Dann verlauft sie fur wach-
sende £ in dem 1n der Abb 9 schraffierten Bereich Soll sie geschlossen
sein, so muB sie fur wachsendes ¢ wieder einmal an die Stellen gelangen,
die sie fur ¢ < £; 1n genigender Nahe von 7, passierte. Diese liegen aber
auBerhalb des schraffierten Bereiches Daher kann eine solche Losung
nicht geschlossen sein. Wir wollen nun weiter zeigen, daB jede in
einem Punkt des Normalenstuckes beginnende Losung eine sich an L’
anschmiegende Spirale ist Dazu braucht nur gezeigt zu werden, dal3
jede zwischen R; und R,.,, beginnende Losung den schraffierten
Bereich der Abb 9 zwischen R;,, und R;,, wieder verlda8t. Denn
dann gilt das gleiche fur den durch die nichste Windung bestimmten
Bereich usw. Wenn die Lésung uiberhaupt den Bereich wieder ver-
lassen soll, so kann dies nur auf dem genannten Normalenstick ge-
schehen. VerldBt die Ldsung den Bereich nicht, so kann sie diesem
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Normalenstiick auch nicht beliebig nahe kommen. Denn nach S.79
bedecken die in Punkten dieses Normalenstiickes beginnenden Losungen,
nach vorwarts und nach riickwarts verfolgt, einen gewissen das Nor-
malenstiick enthaltenden Bereich liickenlos. Die Ldsung verliefe daher
ganz im schraffierten Bereich ohne seinem Rand nahe zu kommen
und miiBte daher, da sie selbst nicht geschlossen sein kann (sie trifft
ja die Normale) und da im schraffierten Bereich kein singularer Punkt
liegt, sich asymptotisch an eine geschlossene Losung anschmiegen, die
selber ganz dem schraffierten Bereich angehort, da sie ja die Normale
als geschlossene Ldsung nicht treffen kann. Andererseits mussen alle
Losungen, die genugend
nahe bei R; zwischen R,
und R;,,., die Normale
treffen, wegen der ste-
tigen Abhangigkeit von
der Anfangsbedingung
die Normale 1in der Nahe
von R, ., und zwar auf
R, 1Ry, treffen. Be-
zeichnen wir mit R’ einen
Abb 10. Punkt zwischen R, und
R, ., derart, daB alle zwischen R, und R’ beginnenden Losungen das
nachste Normalenstuck treffen, daB3 dies aber fur Losungen, die jenseits
R’ dicht bei R’ begmnen, nicht mehr so ist und betrachten die Losung
durch R’. Sie kann dann selbst die Normale nicht wieder treffen, da
sonst alle Nachbarlosungen auch noch die Normale wieder trafen Sie
bleibt daher im schraffierten Bereich und schmiegt sich wic schon gesagt
emner diesem schraffierten Bereich angehorigen geschlossenen Iosung
an Macht man aber bel dieser dann eme analoge Konstruktion wic be1
L’, so sieht man (vgl Abb 10), daB alle in der Nahe von R’ begimnnenden
Losungen in dem in der neuen Abbildung schraffierten Bereich von
einem gewissen Parameterwert an verbleiben mussen. Das trafe auch
fur diejenigen dicht vor R’ beginnenden Losungen zu, von denen wir
gerade vorhin sahen, dafB3 sie sich an L’ anschmiegen. Da sich beides
widerspricht, so kann es keinen Punkt R’ mit den angegebcnen Eigen-
schaften geben. Daher sind alle auf dem Normalenstuck beginnenden
Losungen Spiralen, die sich an L’ anschmiegen. Wir zeigen nun noch,
daB sie den an L’ sich anschlieBenden zweifach zusammenhangenden
Bereich schlicht und luckenlos erfiillen
Um das einzusehen, brauchen wir nur emnen von den Spiralen be-
deckten Punkt dieses Bereiches mit emmem eventuell nicht bedeckten
zu verbinden. Wir fithren lings der Verbindungskurve emen Parameter
ein, der von dem bedeckten zu dem unbedeckten Punkt hin von O bis 1
wachsen moge. Wir betrachten die obere Grenze der Parameterwerte,
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welchen bedeckte Punkte entsprechen. Mdoge der dieser oberen Grenze
entsprechende Punkt P z. B. im schraffierten Bereich der Abb. 9
liegen. Die durch P gehende Losung trifft dann die Normale nicht.
Denn sonst gehorte sie zu den Spiralen und die Nachbarspiralen wiirden
eine volle Umgebung von P bedecken. Da also die Lésung durch P
nicht zu den Spiralen gehdrt und die Normale also nicht trifft, verlauft
sie ganz im schraffierten Bereich und schmiegt sich wieder an eine ge-
schlossene Losung aus diesem Bereiche an. Dann aber ist das gleiche
fur alle Losungen durch Nachbarpunkte der Fall. Aber darunter sind
ja Spiralen, die sich an L’ anschlieBen, also nicht im schraffierten Bereich
bleiben. Dieser Widerspruch lehrt, daB3 ein an L’ sich anschlieBender
zweifachzusammenhangender Bereich luckenlos von den Spiralen be-
deckt wird.

6. Beispiel. Ich schlieBe noch einige Betrachtungen uber das
Verhalten der Losungen in der Umgebung einer geschlossenen Losung
an. DaBB eine geschlossene Ldsung von einer Schar geschlossener
Losungen umgeben sein kann, haben wir schon im vorigen Paragraphen
am Beispiel

dx ay

2= Y ar = *

gesehen Hier sind die Losungen Kreise um den Ursprung als Mittel-
punkt DaB auch in der Umgebung einer geschlossenen Losung Spiralen
liegen konnen, und noch manches andere, sieht man an dem folgenden
Beispiel, in dem & eine beliebige Zahl bedeutet

an > . 1
7 =—y+o(x +y2-1)xs1nx2+y2—_—Il
iy fiir «2 + y2 4=1.
dt—x_*"a(x +y_"—1)ysmx2+yz_1 J
Aber%:—-y und %:x fur x2 + y?=1.

Fuhrt man namlich Polarkoordinaten emn (x = » cos?#, v = s 9),
so werden diese Gleichungen

g—g—:ér(r?—-l)sinrg__l fur » +=1
dr .
LS =0 fur »r = 1.

Unter den Losungen sind, den unendlich vielen Nullstellen von

sin 3 1_—1 entsprechend, unendlich viele Kreise enthalten, die sich gegen

den Kreis » = 1 haufen. Zwischen zwe1 aufeinanderfolgenden dieser
Kreise verlaufen aber die Losungen als Spiralen, die sich um jeden
der beiden Grenzkreise herumwinden. Dazwischen hangt namlich »
monoton von ¥ ab.
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Es fallt auf, daB sich die Differentialgleichung zwar in der Um-
gebung der 1solierten Kreise analytisch verhalt, daB sie aber auf dem
Hiufungskreis selbst nicht analytisch ist. DaB tatsdchlich so etwas
im analytischen Fall nicht vorkommen kann, 1st leicht einzusehen.
Ich will namlich zeigen, daB in der Umgebung einer geschlossenen [ 6sung,
auf der sich die Differentialgleichung analytisch verhalt, entweder wnur
geschlossene Losungen oder nuv Spiralen liegen. Nehme ich ndmlich an,
gegen eine geschlossene Losung hauften sich andere geschlossene Lo-
sungen, dann errichte ich in emmem Punkt P der Haufungslosung eine
Normale, und fithre auf dieser Normalen den Abstand s von P als Para-
meter ein. Durch einen beliebigen Punkt s der Normalen lege ich eine
Losung. Diese verfolge ich in Richtung wachsender Parameter, bis
sie zum ersten Male wieder die Normale trifft. Das geschehe bei dem
Parameter s;. Dann ist s; nach S 53 eine analytische Funktion f(s)
fiir alle s, die zu Punkten der Normalen aus der Umgebung der Haufungs-
losung gehoren. Fur diejenigen unendlich vielen Werte s aber, welche
geschlossene Losungen bestimmen, ist dann f(s) =s. Da dies aber
nun in einem Intervall, in dem f(s) analytisch ist, unendlich oft der Fall
ist, so ist nach bekannten Satzen iiber analytische Funktionen fur
alle s: f(s) = s und das heiBt, daB alle Lésungen aus einer gewissen
Umgebung der Hdaufungslésung geschlossen sein miissen.

7. Anderung der Differentialgleichung. Ich fige noch eine Be-
merkung uber das Verhalien geschlossener Losungen bet hinreichend
gevinger Abanderung der Differentialgleichung an.

DaB bei hinreichend geringer Abanderung einer Differential-
gleichung geschlossene Losungen wieder in geschlossene -Lésungen
ibergingen, wird man schon angesichts des letzten Beispieles, in dem
man ja J beliebig klein wahlen kann, nicht behaupten wollen. Wohl
aber kann man eine solche Aussage machen, wenn man von ciner
Differentialgleichung mit einer Zsolierten geschlossenen Losung L un-
gerader Ordnung ausgeht. Darunter will ich einc Losung verstchen, an
die sich von auBen und innen andere Losungen spiralig anschlicBen.
Daher die Benennung isoliert. Es moge aber auBcrdem der Windungs-
sinn der Spiralen auBen und innen derselbe scin, d. h so, daB3 samtliche
Spiralen fur #-— - oo sich der geschlossenen Losung nahern Nur
dann soll die geschlossene Losung von ungerader Ordnung heiBen.Alsdann
gt der Satz, dafB eine jede andere Differentialgleichung, die wn einer
gewissen Umgebung dieser geschlossemen Losung hinreichend wewig von
der ersten verschiedem ist, in dieser Umgebung selbst mindestens eine
geschlossene Losung besitzt Zum Beweise betrachte ich wieder die schon
vorhin eingefihrte Funktion s, = f(s), bei der man aber jetzt, wo die
Differentialgleichung nur den zu Beginn dieses Paragraphen formulierten
Voraussetzungen genuigt, nur von der Stetigkeit Gebrauch machen kann.
Die entsprechende Funktion fur die abgeanderte Differentialgleichung
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sei s; = g(s). Hier ist nun dem geringen Unterschied beider Differential-
gleichungen entsprechend die zweite Funktion nur wenig von der ersten
verschieden. Nach unseren Voraussetzungen erfihrt nun beim Durch-
gang durch s =0 die stetige Funktion f(s) —s einen Vorzeichen-
wechsel. Daher gilt das gleiche auch fir die Funktion g(s) — s fiir einen
oder mehrere s = 0 benachbarte Werte von s. Auch die abgeinderte
Dafferentialgleichung besitzt also geschlossene Ldsungen, die dazu noch
in der Nahe der geschlossenen Ldsung der ursprunglichen verlaufen.
Unsere Betrachtung laBt auBerdem deutlich erkennen, inwiefern die
Voraussetzung, daB die geschlossene Lésung von ungerader Ordnung
sei, wesentlich ist. Anderenfalls braucht tatsachlich die Gleichung
s = g(s) keme Lésung zu besitzen

8. Existenz singulirer Punkte. Uber geschlossene Ldésungen gilt
weiter der folgende Satz: Im Inneren einer jeden geschlossenen Losung L
liegt mindestens ein singuliver Punkt der Diffeventralgleichung Dabei ist
vorausgesetzt, dafs die Losungskurve eitnen einfach zusammenhdngenden
Bereich umschlieft, in dem die Koeffizienten P (x, y), Q(x, v) der Diffe-
rentialgleichung den zu Beginn dieses Parvagraphen angegebenen Voraus-
setzungen genugen.

Beim Beweise stutze ich mich darauf, daB die Differentialgleichungen
(2), die ich im Gegensatz zur Behauptung als singularitatenfrer an-
nehme, 1n einem L enthaltenden einfach zusammenhangenden Bereich
ein stetiges Vektorfeld erklaren Verfolgt man den Feldvektor langs L und
durchlauft dabei L so, daB3 sein Inneres zur Linken liegt, so erleidet
der Vektor, da er zugleich Tangentenvektor von L 1st, beim vollen
Umlauf eine Gesamtdrehung um 2s. Dies steht im Gegensatz zur
Annahme, da3 das Vektorfeld im Inneren von L frei1 von Singularitaten
ist. Verfolgt man namlich den Feldvektor z B langs emnes genugend
kleinen Drelecks, so 1st seine Gesamtdrehung wegen der Stetigkeit des
Vektorfeldes Null Langs eines jeden Sehnenpolygons, das L geniigend
nahe approximiert, i1st die Anderung des Feldvektors gleichfalls 2
Dies Polygon kann Selbstuberkreuzungen haben. Aber man kann es
in emnfach geschlossene Polygone zerlegen. Langs eines jeden 1st die
Drehung des Feldvektors ein Vielfaches von 27 und lings mindestens
eines derselben ist sie ein positives Vielfaches von 2s. Ein solches
Polygon zerlegt man durch Diagonale in Dreiecke Beir Umlaufung
mindestens eines derselben ist die Gesamtdrehung des Feldvektors ein
positives Vielfaches von 2. Denn umlauft man alle Dreiecke 1m glei-
chen Sinne, so ist die Summe der einzelnen Drehungsinderungen des
Feldvektors gleich der Gesamtdrehung bei Umlaufung des Polygons
Ein solches Dreieck, bei dem die Drehung des Feldvektors von Null
verschieden ist, zerlege man durch Parallele zu den Seiten, die man
durch die Seitenmitten zieht, in vier kongruente Dreiecke Bei mindestens
einem desselben ist die Gesamtdrehung ein von Null verschiedenes
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Vielfaches von 27 Dies zerlege man in der gleichen Weise. Durch Fort-
setzung dieses Verfahrens erhalt man beliebig kleine Dreiecke, bei
deren Durchlaufung der Feldvektor sich jeweils um ein von Null ver-
schiedenes Vielfaches von 27 dreht. Das widerspricht aber den vorhin
festgestellten Tatsachen, daB ldangs geniigend kleinen Dreiecken die
Anderung des Feldvektors Null ist, falls das Feld frei von Singulantdten
1st, d.h fre1 von Stellen, wo die zugeordneten Vektoren Nullvektoren
sind. Also besitzt das Feld innerhalb von L Singularitaten?.

Man kann, wie man leicht sieht, und wie der Leser des naheren
durchiiberlegen moge, aus den vorausgegangenen Betrachtungen den
folgenden SchluB3 ziehen:

Ein Bogen ewner Ldsung, der far alle positiven t ganz im Inneren
eines einfach zusammenhangenden Bereiches verlduft, der in seinem
Inneren hochstens eine singulare Stelle P enthalt, ist emtweder eine P
umschliefende geschlossene Kurve, oder ist eine Spivale, die sich einem
Grenzzykel anschmiegt, welcher P umschlief3t, oder er miindet im singularen
Punkt, oder er ist eine Spwrale, die sich an eine Losung anschlieft, die
sowohl fiir t — -+ 0© wie fiy ¢t —> — 0O wm singularen Punkt mindet,
oder aber sie strebt iy ¢t — —+ 0O gegem den Rand.

Hat man weiter eine Ldsung, die fur alle positiven und negativen ¢
ganz im Inneren eines einfach zusammenhangenden Bereiches bleibt,
der in seinem Inneren hochstens eine singuldre Stelle enthalt, so muQ3
jeder der sich fiir positive und negative ¢ ergebenden Losungsbogen
einer der eben beschriebenen Arten angehdren. Beachtet man noch,
daB wegen der Stetigkeit der Richtungsvektoren sich nicht beide
Bogen demselben Grenzzykel anschlieBen konnen, so bleiben nur folgende
Moglichkeiten

1. geschlossene Losung um P,

2. geschlossene Losung durch P,

3. ein Ende miindet im Rand, das andere ist Spirale oder miindet
mn P;

4 beide Enden munden im Rand;

5 ein Ende mundet in P, das andere ist Spirale.

9. Verlauf der Losungen in der Ndhe eines singularen Punktes.
Ich beschlieBe diese gestaltlichen Betrachtungen mit dem folgenden
nutzlichen Satz. Ewne singulare Stelle P sei von einem Kreise umschlossen,
wn dem keine weiteren singularen Stellen hiegen. Von zwer Punkien seiner
Peripherie mogen Losungen L, und L, ausgehen, die wn P miinden. Diese
mogen zusammen mit der Peripherie des Kreises einen Bereich G be-
stimmen, in welchem keine weitere in P wmiandende Losung verliuft

1 Zu diesem Beweis vgl man den PriNngsHEIiMschen Beweis des CAUCHY-
schen Integralsatzes oder den Beweis des WEIERSTRASSschen Monodromiesatzes
Vgl BieBeErRBACH: Lehrbuch der Funktionentheorie Bd I, 3. Aufl. 1930.
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Dann kann man um jeden auf L, und jeden auf L, gelegenem Punkt
(P, und P,) durch Kreisbogen aus G solche Gebiete ausschneiden, dafB
jede Losung L', die in dem einen beginnt, auch das andere Gebiet passiert
(Abb. 11).

Ersichtlich ist dies eme Verallgemeinerung des Satzes von der
stetigen Anderung der Losungen bei Anderung der Anfangswerte. Man
kann diesen ja offenbar in ganz #hnlicher Weise formulieren. Zum Be-
weise errichte ich in den beiden Punkten P; und P, Normalen, die in
G hinemfuhren, und die so kurz sind, daB sie einander nicht treffen,
und verbinde gemaB Abb. 11 1hre End-
punkte P; und P, in G durch einen Kur-
venbogen. Der von P,PP,P, P, P, be-
grenzte Bereich sei B’. Alsdann lasse ich
in einem Punkte R der Normalen zwischen
P; und P, eine Losung beginnen. Diese
kann nicht mn P miinden. Sie kann nicht
geschlossen sein, da es sonst neben P noch
singulare Punkte gabe, sie kann sich aus
demselben Grund keiner geschlossenen Lo-
sung anschmiegen, sie kann sich aber auch Abb. 11.
kemner mit beiden Enden in P miindenden L&sung anschmiegen, da dies
sich mit unseren Annahmennicht vertragt. Sie kann auch in keinem Punkt
von B’ miinden, da dieser singular sein mii3te. Also muB sie einmal wieder
B’ verlassen. Wir betrachten den ersten Austrittspunkt. Das muB ein
Punkt der Verbindungshinie P, P; P, P,sein. Ich kann durch genugend
kurze Wahl der Normalen erreichen, daB3 dieser Austritt S weiter von P,
ab, also naher an P, heran, als der Beginn R liegt Den Anfangspunkt
lasse ich sich nun stetig auf P, hin bewegen. Dann bewegt sich der
Endpunkt S stetig von P; weg ewmner Grenzlage zu Ich behaupte,
daB diese Grenzlage P, sen muB3 Denn anderenfalls se1 V' der zwischen
P, und P, gelegene Grenzpunkt Ich behaupte, daB die durchihn gehende
Losung in P munden muBte Die Losung durch ¥ muB dann im Punkte
¥V in der Feldrichtung B’ verlassen. Lage sie namlich in der Umgebung
von V ganz auBerhalb von B’, so muBte jede durch einen ¥ benachbarten
Randpunkt von B’ bestimmte Losung in der Nahe von V ein zweites
Mal den Rand von B’ treffen Es lage also kurz vor ihrem Austritts-
punkt aus B’ noch ein Treffpunkt mit dem Rand von B’, in dem sie
in B’ eintnitt. Das widerspricht unseren Annahmen uber V Also ver-
148t die durch 7 bestimmte Losung bei ¥V den Bereich B’ Verfolgt man
sie ruckwarts, so muB3 man wgendwo auf P, P; P, P, ihren Eintntts-
punkt U in B’ antreffen. Sie kann ja nicht in P munden. Auf der
Strecke P, P; V kann dieser Punkt U nicht liegen. Er liegt also auf
V P, P,. Wire er von P, verschieden, so miiBten die durch alle Nachbar-
punkte von U bestimmten Lésungen in allen Nachbarpunkten von V
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den Bereich B’ verlassen. Das widerspricht der Definition von V. Also
miiBte die durch V bestimmte Losung ruckwarts verfolgt durch P,
gehen, also auf die durch P, bestimmte Losung fallen. Diese geht
aber nicht nach V, sondern nach P. Also kann ¥V nicht vor P, liegen.
Also muB3 V mit P, zusammenfallen. Darin liegt aber der Beweis unseres
Satzes. In G verlaufen also die Losungen ahnlich wie i der Um-
gebung eines Sattelpunktes. Wegen weiterer Sitze iiber gestaltliche
Verhaltnisse sei auf die S. 79 erwahnte Arbeit von BENDIXSON ver-
wiesen. Ich gehe jetzt zu Anwendungen auf spezielle Differential-
gleichungen iiber.

10. Bemerkungen. 1 Wir haben die Satze dieses Paragraphen fur Differential-
gleichungen gewonnen, welche der LipscHiTz-Bedingung genugen BROUWER hat
in emnigen Arbeiten uber stetige Vektorverteilung auf Oberflachen in den Amster-
damer Berichten von 1910 den allgemeineren Fall von nur stetigen Differential-
gleichungen behandelt und dort entsprechende Ergebnisse gewonnen

2. Hinsichtlich der Ubertragung dieser Sdtze uber den Gesamtverlauf von
Losungen auf Systeme 1st noch wenig bekannt. Wir werden insbesondere spater
bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung naher auf die Dinge eingehen Hier
liegen weltergehende Untersuchungen vor

11. Anwendung auf den Poincargschen Wiederkehrsatz. Die Lo&-

sungen
& x = f(—%, %, Yo) »

y =g (& —1, %o, Yo)
der Differentialgleichungen (2) S 78 bilden nach S. 56 eine Gruppe und
man kann auch schreiben
(5) x0=f(t0—t:x:y)’

Yo =gl — ¢, %,5).
Wir nehmen an, daB emn gewisser Bereich B durch die Operationen
dieser Gruppe in sich transformiert werde — d h die Losungskurven,
deren Anfangspunkte 1m Bereich B liegen, sollen fur alle # dem Bercich B
angehoren AuBerdem sollen die Operationen der Gruppe inhalttreu

sein. D h. durch jede Abbildung der Gruppe soll jeder Teilbereich von B
in einen von gleichem Inhalt abgebildet werden .

1 Ich bemerke nur beildaufig, daB fur die Inhalttrcue notwendig und hin-

reichend 1st, daB3 in B
0P | 3Q

se1 Denn es soll fur jedes G, semn
.‘ Axydy, = adx dy
G{ ene G}rf

974 9%
dx oy
ffdxodyo =ff 8: 8: dx dy
20”70
& & ox Oy

Nach (5) 1st
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Da jede Losungskurve ganz in B verlauft, so ist nach S. 81 jede
Losung entweder geschlossen oder asymptotisch zu einer geschlossenen,
wofern in B keine Singularititen der Differentialgleichungen (2), also
auch keine Stellen liegen, an denen P und Q zugleich verschwinden. Da
aber nach S. 89 aus dem Vorhandensein von geschlossenen L&sungen
auf das Vorhandensein singuldrer Stellen geschlossen werden kann, so
konnen inhalttreue Gruppen fur einfach zusammenhingende Bereiche
bei Ausschlul3 von Singularititen nicht existieren.

Ziehen wir also mehrfach zusammenhingende Bereiche B heran.
Dann folgt aus unseren Betrachtungen, daB alle Lisungskurven ge-
schlossen sind. Denn zunichst folgt nach den eben schon beriithrten Uber-
legungen, daB jedenfalls geschlossene Lsungen vorkommen. Sei L eine
solche, so sind die Nachbarlésungen entweder geschlossen oder zu L
asymptotisch. Dies letztere ist aber mit der vorausgesetzten Inhalttreue
nicht vertriglich, weil dann durch eine Transformation mit gemigend
groBem Parameter ¢ der in Abb. 9 S. 85 schraffierte Bereich oder ein
Teilbereich desselben in einem anderen abgebildet wiirde, der sich be-
liebig eng an L anschliet und der daher nicht denselben Inhalt haben
konnte.

Deutet man die Transformationen (5) durch den zeitlichen Ablauf
einer Stromung, so kann man also auch sagen, dal jeder Punkt P, im
Verlauf der Zeit beliebig oft wieder seine Ausgangslage annimmt. Der
PoiNncarEsche Wiederkehrsatz ist eine Verallgemeinerung dieses Ergeb-
nisses auf Systeme von mehr als zwei Differentialgleichungen Zwar
kann man hier nicht behaupten, daB jeder Punkt seine Ausgangslage
immer wieder passiert, sondern nur, daB alle Punkte mit Ausnahme
solcher, die einer Menge vom LEBESGUEschen MafBl Null angehoren,
mmmer wieder der Ausgangslage beliebig nahe kommen. Fur diesen von

Daher 1st

90 0% |
dx Oy I
950 29
' ox Oy

=1

notwendig und hinreichend fur die Inhalttreue. Da aber diese Funktionaldeter-
minante fur ¢ = £, zu 1 wird, so 1st 1hre Konstanz notwendig und hinreichend.
Und dafur 1st wieder notwendig und hinreichend, daB fur f,=¢ die Ablertung nach 7,

Ox, 1 Oxy 0
verschwinde Fur #, = ¢ aber wird x, =%, ¥ = ¥, also e Sy O
%% =0, %—3;70= 1 Daher wird fur 75 =1

Dz, 0,
d | 9x oy _orp 99
aty | Dy, dye| 0% 0¥
9x By
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POINCARE ersonnenen Wiederkehrsatz vgl. man den einfachen Beweis,
den CARATHEODORY! gegeben hat.

§ 5. Die Differentialgleichungen ac’”%g-;= ay + bx—+B(x, y).

B (x, v) sei dabei eine Potenzreihe, die keine Glieder von niedrigerer
als der zweiten Dimension enthalt und die in der Umgebung von
(0, 0) konvergiert. Von dem zu gewinnenden Ergebnis werden wir im
folgenden Paragraphen eine Anwendung machen. »m werde stets als
ganze positive Zahl vorausgesetzt. Wir gehen wieder zur Parameter-
darstellung uber und setzen

adx

ar ="
2 gy +bx+ B (x,9)

Ich unterscheide mehrere Falle.

1 m eine ungevade ganze Zahl, a < 0.

Zunachst wahlen wir eine Umgebung des Ursprungs, in welcher
kein weiterer singularer Punkt liegt. Als solche Umgebung kann ecin
parallel den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck genommen wer-
den Es wird durch die Loésung x = 0 in zwe1 Teilrechtecke zerlegt,
die wir getrennt zu betrachten haben Zunichst wahle ich die Zahl
6 > 0 so, daB die Punkte (0, ) und (0, — d) dem Rechteck angehéren
und daB

ad 4+ B (0,8) <0

—ad+ PO, —3) >0

ist. Dann kann man weiter die Zahl ¢ > 0 so wahlen, daB das von
den Geraden x = 4-¢, ¥ = 4 § begrenzte Rechteck ganz im erst-
genannten enthalten ist und daB fur | x| = ¢

ad+bx+ P(x,0) <0,
—ad+bx+ Pk, —6) >0

gilt. Ich betrachte dann zunachst denjenigen Teil des kleineren Recht-
ecks, in dem » << 0 ist In ithm gibt es, wiec ich zeigen will, genau cine
Losung der Differentialgleichung, welche im Ursprung mundet. Ich
lege durch irgendeinen inneren Punkt P der Begrenzungsstrecke y = &
dieses Rechtecks eine Losung der Differentialgleichung. Da in dicsem
. - a . .
Punkt und in seiner Umgebung d—i:— > 0 ist, so verliBt diese Ldsung
mit zunehmendem x das Rechteck Ebenso steht es auf der gegen-

1 C CaratuEopDORY Uber den Wiederkehrsatz von Poincaré Sitzber. preul3.
Akad d Wiss. 1919, S 580—584
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uberliegenden Rechteckseite, wo % << 0 ist Verfolgt man daher eine

solche Losung fiir abnehmende x ins Rechteck hinein, so muf3 sie die
Rechteckseite x = — ¢ treffen®. Ich lasse nun den Anfangspunkt P,
auf y = 6 gegen den Punkt (0, ) konvergieren. Die Punkte, in welchen
die zugehorigen Losungen die Rechteckseite x = — & treffen, hingen
dabei stetig von der Lage des Punktes P; ab und rucken monoton auf
die Rechteckseite y = — § zu. Sie streben daher einer Grenzlage S;
mit den Koordinaten (— ¢, s;) zu, wenn P, seiner angegebenen Grenz-
lage zustrebt. Betrachtet man ebenso die Ldsung durch einen Punkt
P, auf y = — 6 und 1aBt wieder P, von links her gegen (0, — 6) kon-
vergleren, so streben die stets vorhandenen Schnittpunkte dieser L&-
sungen mit ¥ = — g einer Grenzlage S, mit den Koordinaten (— &g, s,)
zu. Hier ist s; = s,, weil sich sonst eine von einem Punkte von y = &
ausgehende Losung mit einer von einem Punkte von y = — & aus-
gehenden im Inneren des linken Teilrechtecks treffen miiBte. Legt man
dann durch S, eine Losung, so muB dieselbe im Ursprung miinden.
Denn man kann sie bis zum Verlassen des Rechtecks verfolgen. Dies kann
nur auf y = -4 § oder im Ursprung geschehen. Denn x = 0 ist emne sonst
von Singularitaten freie Losung und der y-Achse parallele Tangenten
kommen auf der zu untersuchenden Losung nicht vor. Wenn aber
die Losung durch S; in einem inneren Punkt einer der beiden Recht-
ecksseiten y = - § endete, so muBte das aus Stetigkeitsgrunden bei
allen Losungen durch, S; beiderseits benachbarte, Punkte ebenso sein
Das widerspricht aber der Definition von S;. Die Losung durch S,
muB also im Ursprung munden. Die gleiche Uberlegung gilt fur die
durch S, gehende Losung Daraus ergibt sich S; = S,. Denn es gibt
nur emne in der Rechteckshalfte x << 0 gelegene Losung, welche im
Ursprung mundet Anderenfalls seien namlich y,(x) und y,(x) zwei
derartige Losungen Dann hat man

xm‘ﬂl’;&%‘_&l = (y; — ¥») (@ + f (x))-

Haer ist f(x) = B (2, 3’;) : ::i(x, V5)
1

Potenzen von x,y; und y, entwickeln laBt und die fur x = 0 ver-
schwindet Daher gibt es emne Zahl ¢ derart, dal3

eine Funktion von x, die sich nach

}f(x)l<i-;—i fir x| <o.

[}

Ist dann — o < %, < 0, so ist (fur %, < x <<O0)
fa+f_(_§d5

Em
y1 (%) — 2 (%) = [y1 (%0) — ¥2 (%0)] e™

1 Sollte sie mamlich uber y = - & oder uber y = — & das Rechteck ver-
lassen, so miiBten beide Male der y-Achse parallele Tangenten auf ihr zu finden
sein, was fur » << @ unmoglich ist.
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Daher ist

tojm

IY1(")'““3’2(")‘>]y1(xo)—y2(xo)le “
> |y (%) — ¥a (%) |

und das widerspricht der Annahme, daB y,(x) und y,(x) im Ursprung
miinden sollen. In der Rechieckhdilfie x << 0 gibi es also genawn eine im
Ursprung miindende Losung. Das gleiche ist in der Rechieckhilfte x > 0
der Fall. Das erkennt man am raschesten, indem man diesen Fall auf
den vorigen durch Vorzeichenanderung von x zuruckfiihrt.

2. m ungervade ganze Zahl, a > 0.

Ich konstrulere ein Rechteck genau wie im vorigen Fall. Jetzt ist
aber fur | x| <e

ad+bx+ PB(x,8)>0

—ad+bx+ B((x, —5)<<O0.

Ich betrachte zuerst die Halfte x > 0 des Rechtecks. Eine in diesem
beginnende L&ésung kann bei abnehmendem x mnach diesen Unglei-
chungen das Rechteck weder auf y = -+ 8 noch auf y = — § ver-
lassen. Sie kann i1hm aber auch nicht iiber x = 0 entrinnen. Sie muf
also entweder im Ursprung minden oder geschlossen sein oder sich
einer geschlossenen anschmiegen Die beiden letzten Falle sind aus-
geschlossen, weil sonst im Rechteck weitere singuldre Punkte ligen.
Also munden alle Losungen im Ursprung. Ebenso schlieBt man 1n
der Halfte x << 0 fur wachsende x Jetzt ist also der Ursprung ein
Knoten, insofern als alle sm Rechieck beginnenden Losungen im Ursprung
miinden.

3. m gerade ganze Zahl, a < 0. Es sind keine neuen Erorterungen
mehr notig. Fiar x << 0 schliefit man wie eben aunf ein Knotengebiet und
fur x > 0 greift die Uberlegung von Fall 1. wieder Platz In x >0
liegt also nur eine wm Ursprung mimdende Lisung.

4. m gevade ganze Zahl, a > 0. Man schlieft fitr x > 0 wieder auf
Knoten und fur x <0 auf eine einzge rm Ursprung mundende Lisung

Die Falle a = 0 erfordern eine eindringendere Behandlung Auch
sie sind erledigt, wie wir sehen werden, wenn allgemecin davon die
Rede sein wird, wie man allgemeinere analytische Differentialgleichungen

dy _ B (%)

ax PBa (%, )
in der Nahe des Ursprungs behandeln kann. Da wird sich zeigen, daB
man alles auf die eben behandelten Typen zuriickfiihren kann.

Es wird nun aber noch von Interesse sein, zu sehen, wie man in
allen besprochenen Fallen die unter Umstinden nur in einem Exemplar
vorhandene, im Ursprung miindende Lésung wirklich berechnen kann.
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Das geschieht mit Hilfe einer von BENDIXSON herrithrenden Methode
der sukzessiven Approximationen. Man kann sie auch im Knotenfall
zur Berechnung der Losungen bis in den Ursprung hinein verwenden.
Uberhaupt erhalt man so auch eine neue rechnerische Herleitung
unserer Ergebnisse. PERRON hat in einer schénen Arbeit (Math. An-

nalen 75) mit dieser Methode noch wesentlich allgemeinere Differential-
gleichungen von der Form

@ (0) 2L = (%, y)

erledigen konnen, wo dann fiir ¢ (x) und f(x, y) nur gewisse Stetigkeits-
bedingungen erfiillt zu sein brauchen. Ich mochte mich aber hier damit
begniigen, fiir den erwihnten Fall die Methode zu schildern.

Es genugt, den Fall m = 1, @ << 0 zu betrachten.

Dann nehme man als erste Naherung y, = 0 und bestimme 7y, aus

x%=ay1+bx+ B (x,0)

so, daB entweder lim y,(x¥) =0 oder lim y,;(x) = 0 ist. Ich will den
z->+0 z->—0
zweiten Fall weiter verfolgen. Man iiberlegt sich leicht, daB

0
yy = — xag(bs + B 0)E T as

der gestellten Forderung geniigt Dann trage man 1y, ein und setze

a

yp = —x¢ [(b& + B (£, ) ETdE.

x

Setzt man dies Verfahren fort, so erhalt man eine Folge von Funktionen
... Diese konvergieren gleichmalig gegen eine Grenzfunktion y, welche
der Differentialgleichung genigt und fiir die lim y(x) = 0 1st. Das

z->—0
Nihere der Beweisfuhrung moge der Leser sich entweder selbst zurecht-
legen oder bei BENDIXSON oder PERRON nachlesen.

. . . . dy __Cx+Dy+
§ 6. Die Differentialgleichungen dr —AxTByLean”
1. Fragestellung. Unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen kann
man den Satz aussprechen, da8 fiir das Verhalten der Lésungen dieser
Differentialgleichung in der Umgebung von x = y = 0 das Verhalten

der Losungen von

dy Cx 4+ Dy

dx AdAx+ By
in der Umgebung desselben Punktes maBgebend ist. Der Punkt
x =y =0 soll auch fiir die vorgelegte Differentialgleichung ein sin-
guldrer sein; es sei also 8(0,0) = &(0, 0) = 0. Obwohl unsere Uber-

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. $.Aufl. 7
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legungen meist viel allgemeiner gelten, wollen wir uns weiter einer
formal einfacheren Darstellung zuliebe auf den Fall beschranken,
daB 6 und & als Potenzreihen in x, y gegeben sind, die mit Gliedern
frihestens zweiter Dimensionen beginnen. Die Determinante der line-
aren Glieder A D — BC sei von Null verschieden. Wir schreiben auBer-
dem die Differentialgleichung in Parameterdarstellung:

[%=Ax+3y+ﬂ31(x:y)

M b
l-d—t-=Cx+Dy+ Bo(x, v).

2. 2, 23 reell und von gleichem Vorzeichen. Ich beginne mit dem ein-
fachsten Fall. Die beiden Wurzeln A;, Ay dev charakieristischen Gleichung

9 A — 2
(@) .

seten veell und mit dem gleichen Vorzeichenm versehen*. Danwn laft sich
eine Umgebung um den Ursprung abgrvenzen, derart, daf die duvch die
Punkie dieser Umgebung bestimmien Losungen alle wn den singularven
Punkt hineinlaufen.

‘Wie wir von S. 74 ff. wissen, kann man durch eine Xoordinatentrans-
formation die Differentialgleichungen auf die Gestalt
3) %y = A% + Py(x1, ¥1)

Yy = p% + Ao vy + Pa(xy, ¥1)

bringen. Dabei sind 4, und A, die beiden Wurzeln der charakteristischen
Gleichung und g 1st nur dann vielleicht von Null verschieden, wenn
Ay = A, ist. Py, B, sind wieder zwel Potenzreihen, die keine Glieder
nullter oder erster Dimension enthalten. Ich nehme zunachst g4 =0

an Dann betrachte ich x} + 32 d. i1 das Quadrat der Entfernung
der Punkte emer Losungskurve vom Ursprung Aus (3) folgt

(4) %y %y + Y11 = A A% + A 97 + 2%, By + v1 Bs.

A %2 + A, y2 ist eine definite quadratische Form, da A, und A, gleiches
Vorzeichen besitzen. Sind z B. A; und A, wnegafiv, so ist nach (4)

BA[E;LZ—Z(A + D) + AD — BC =0

d

77 (% + ¥}) < 0 und daher nahert sich ber zunehmendem Parameter-
wert die Losungskurve standig dem Ursprung. Grenzt man eine genugend
kleine Umgebung um den Ursprung ab, so besitzt darin dieser Ausdruck
stets dasselbe Vorzeichen wie 4,27 4+ 4,32 Es sei z B fur 22 4 y2 <6
stets

[x1SB1+3’1§—B2'—.§-1:!;{17‘%+/12y?|-
Dann ist

#ix + i)y S5 (haf + A98)  fur af 4 93 < 6.
* Wegen 4D — BC 5 0 ist A = 0 keine Wurzel von (2)
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Wir zeigen dann, daB jede L&sungskurve durch einen Punkt von
x? + y; = 6 im Ursprung miindet, d. h. fir hinreichend groBe positive
t 1st x% 4+ y2 beliebig klein. Denn widren z.B. alle Punkte einer
solchen Losungskurve um mindestens 1/; vom Ursprung entfernt, wire
also stets x§ 4+ 2 = o, so wire auf derselben, da o < & ist, die Ab-
leitung x, %] + y,y; wegen (5) stindig unterhalb emer angebbaren
Schranke. Bezeichnet man namlich mit # das Minimum von — A, %2
— A% fur x% 4 92 =1, so ist

— L xF —Iyyvi>mo fliir 22432 >0
Also wire

a
I —mo

und
23 () + V() — x% (fo) — V3(to) £ — mo(t —1p),

wenn ¢, der Parameterwert eines Kurvenpunktes aus x? 4 32 < &
und ¢ > £, ist.

Es ware somit x? + 32 < 8 — mo (¢t — £,), was fur geniigend groBe
t — 5 ein Widerspruch gegen x? + 32 > o ist.

Es gibt also entweder einen endlichen Wert = von £, so daB3 lim x (f)

>z

=1lim y(#) = 0, oder aber es ist lim x(¢f) = lim y(¢) = 0. Die erst-

t—>z t->— co > —
genannte Moglichkeit steht nach S.79 im Widerspruch mit der Tat-
sache, daB es auBer der trivialen Lésung x = 0, y = 0 keine andere
geben kann, die fur £ =7 die Werte x = 0, y = 0 annimmt.

Auf die gleiche Weise sieht man auch, daB

1 4
W (#3) = A7 + 2% Bu(%1. 1)

sowie

a
T (%) = A2 9% + v B (%1, 1)

ol ~

fiir hinreichend kleine x; und y; im Falle 4; << 0,4, < 0 negativ sind,
da8 also fiir zunehmende ¢-— 4+ oo sowohl «x,(f) wie vy, (f) monoton
gegen Null abnehmen.

Ahnlich kann man 1m Falle schlieBen, wo g == 0, also die beiden
Zahlen A, und 1, gleich sind. Dann betrachte man den Ausdruck

%3+ kyi,
der ja fur positives k2 definit ist. Fur seine Ableitung folgt aus (3)
%%, + kyry, = A} + Rpuxyy, +RA v+ % By + A B,

und das ist nun fiir geniigend kleines positives %2 in einer geniigend
kleinen Umgebung des Ursprungs wieder definit. Daher schlieBt man
genau wie eben, daB alle Lésungen in den Ursprung einmunden.

7*
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In diesem Falle sieht man weiter analog wie vorhin ein, daB

"?13‘;; () = A 27 + %1 Ba (%1, 1)

fiir hinreichend kleine x,,y, im Falle 4; <0 negativ ist, daB also
jetzt wenigstens x,(#) fiir £— -+ oo monoton gegen Null abnimmt.

Geometrisch gesprochen besagen die eben angestellten Uberlegungen,
dafB fitr Wurzeln Ay, und Ay mit gleichem Vorzeichen alle Losungen im
Ursprung wmiinden, und daf sie dabei nicht spivalig verlaufen kénmen.
D. h. sie konnen nicht alle Geraden des Ursprungs in dessen Umgebung
beliebig oft treffen. Denn sonst konnte x;(f) nicht monoton gegen
Null abnehmen. Daraus werden wir bald zu schlieBen lernen, dafB die
Losungen in bestimmten Richtungen im Ursprung miinden.

8. 21, Ay konjugiert imagindir. Offenbar versagen unsere Uber-
legungen fur den Fall, daB die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
zwar reell sind, aber verschiedenes Vorzeichen besitzen. Wohl aber
bleiben sie anwendbar in dem Falle, daB die Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung konjugiert imaginar sind. Setzt man dann

M=y + T g, Ay =y — 7 phy,
so kann man x; durch %, — ¢y, und y, durch x, + 7y, ersetzen und
so die Differentialgleichungen (3), in denen dann wieder y =0 ist, auf
die Form

(5) {x;_ = Uy % + Mo y; + B (%1, Y1)

V1= — P %y + ¥y + Balxy, ¥4)

bringen, wo wieder die Potenzreihen B, B, erst mit den Gliedern
zweiter Dimension beginnen. Wir betrachten wieder 2 4+ 3%, dessen
Ableitung
2%y %] + y191) = 24, (93 + 9D + 2%, B, + 29, B,

ist. Betrachten wir den Fall i, == O naher. In einer genugend kleinen
Umgebung des Ursprungs ist wieder x,x7 -+ v,y; defimit, und daraus
folgt wieder, daB alle Losungen dieser Umgebung in den Ursprung
einminden. Ist aber u, = 0, so gilt ein solcher SchluB nicht, und die
Erinnerung an den fruher betrachteten Strudelpunkt lehrt auch, daB
jetzt nicht mehr immer die L&sungen in den Ursprung munden miissen.
Zur Klarung dieser Dinge sind tiefergreifende Erorterungen notig,
die wir noch zurickstellen wollen. Zur Ewntscheidung dariiber, ob im
Falle p, =0, d. h. rein imagindver Wurzeln der charaktevistischen Glei-
chung (2), Strudel oder Wirbel vorliegt, reichem wicht mehr die Ghieder
erster Ovdnung hin.

4. Knoten und Strudel. Unsere Betrachtung 1aBt bei den bisher
behandelten Fallen noch nicht den spezifischen Unterschied zwischen
Knoten und Strudel oder Wirbel erkennen, den wir in dem vorvorigen
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dx  Ax+By-+s(x,y)
Paragraphen bei den homogenen Gleichungen herausgearbeitet hatten.
Bevor wir uns also dem noch ausstehenden Fall reeller A; und A, mit
verschiedenem Vorzeichen zuwenden, wollen wir diese Frage noch er-
ortern. Es wird sich wieder zeigen, daB bei reellen Wurzeln gleichen
Vorzeichens stets der Knotenfall vorliegt. Bei komplexen Wurzeln
aber liegt Strudel oder Wirbel vor.

5. Ein Satz von Benpixson. Diese Untersuchung beruht auf einem
von BENDIXSON herrihrenden Satz, den ich zunichst angeben will.
Der Satz bezieht sich sogar auf etwas allgemeinere Differentialgleichun-
gen. Ich will ihn in dieser allgemeinen Fassung aussprechen, dann aber
nur fiir unseren Fall beweisen. An der Beweismethode wird dabeinichts
Wesentliches verlorengehen. Der Satz bezieht sich auf Differential-
gleichungen von der Form

©) %=Xm+ Pe(x, )
Y ¥, + Bolx, v).

Dabei sind X,, und Y,, ganze rationale homogene Funktionen m-ter
Ordnung, wahrend die Potenzreihen PB; und P, Glieder m-ter oder
niedrigerer Ordnung nicht enthalten. Der Satz lautet dann: Eine
Léosung der Differentialgleichung, welche im Ursprung wmiindet, ist eni-
wedey eine Spivale oder sie miindet mit einer bestimmien Tangente ein.
Diese gendigt der Gleichung xY,, — vX,, =0.

Ich beschranke mich, wie schon gesagt, beim Beweis auf den Fall
m=1. Hier ist X, = Ax + By, Y, = Cx + Dy. Man fihrt Polar-
koordinaten ein: ¥ = g cos®, y = g sin¥. Die Differentialgleichungen
werden dann

) {g' = p {cos ¥- X, (cosH, sin P) + sin ¢ Y, (cos &, sin 3)} + 0%/, (e, P)
¥ = cosP- Y, (cosP, sin #) — sin ¢ X, (cos ¥, sin ¥) + ¢ f5(0, ?).
Dabei ist
02f,(0, ) = cos 9 P, (e cos ¥, psinB) + sind P, (o cos &, o sin H)

ofs(0, &) = —smP B,(pcos?, psind) + cos P P,(o cos P, gsin ).
Es gibt dann eine Zahl R, so daB die beiden Funktionen f, und f,
sich fuir p < R, — oc© < $ < + oo nach Potenzen von g entwickeln

lassen Wir betrachten nun emne einzelne im Ursprung miindende
Losung. Man darf ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen,
daB man fiir wachsende £ auf der Lésung dem singularen Punkt zustrebt.
BloBe Vorzeicheninderung von ¢ bringt dies ja nétigenfalls mit sich.
Man kann dann eine Zahl T so bestimmen, daB3 fir ¢ > 7 die Losung
ganz im Kreise ¢ < R bleibt Wadhrend man sich auf der Losung dem
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Ursprung nahert, muB} { — oo streben. Wire namlich fur ein endliches
t =7

lim % (¢) = O, limy () =0,

t>7 t->7
so erhielten wir nach S.79 einen Widerspruch mit der Tatsache, daf3
es eine andere Lodsung gibt, welche fir # =7 die Werte ¥ =0 und
y = 0 annimmt; das ist ndmlich die triviale Lésung x =0, y = O, fiir
die x und vy fuir alle # den Wert Null haben.

Wir nebmen also an, daB fur # > T die zu betrachtende L&sung
ganz im Kreise ¢ = R liegt und daB sie fiir £ - 0o gegen den Ursprung
konvergiert. Wir hatten schon Polarkoordinaten g, 9 eingefiihrt. Deuten
wir diese wieder als rechtwinklige Koordinaten einer neuen Ebene,
so verlauft die zu betrachtende Losung? fiir £ > T ganz im Streifen
0 < p = R und strebt fur ¢ - 00 gegen die Gerade o =0 Wir fragen
nach den Hiufungspunkten, die die Punkte der Kurve dabei auf
o = 0 besitzen und beweisen, daB es deren nicht mehr als einen geben
kann. Dieser Nachweis ergibt sich besonders leicht in dem Fall, daB
xY, — vy X, wnicht identisch verschwindet. Dann gibt es namlich (bis
auf Vielfache von 2z) nur endlich viele Werte 9. fur die

(8) cos?-Y; (cos?, snP) —sind- X; (cosd, smP) =0

ist. Wenn dann unsere Losung auf g = 0 zwei verschiedene Haufungs-
punkte hat, & = o« und 4 = B, so wahlen wir einen Wert & =y zwi-
schen beiden, fir den cos y-Y; (cos y, sin y) — sin ¢+ X, (cos y, sin ) == 0
1st und wahlen R so klein, daB fur ¢ =y, 0 =< R gemaB (7) auch
¥ == 0 ist. Dann kann die den Streifen 0 < o =< R durchsetzende
Gerade &4 =9 von unserer Lésung nur einmal uiberschritten werden;
denn wegen des festen Vorzeichens von 4’ muBten alle Uberschreitungen
in der gleichen Richtung geschehen, also entweder in Richtung wach-
sender oder in Richtung abnehmender ¥#. Daher muB3 unsere Losung
von emem gewissen Parameterwert an entweder standig oberhalb oder
standig unterhalb der Geraden % = y bleiben Daraus folgt, daB nicht
® = o und & = B (die zu beiden Seiten von 9% =y liegen) auf o =0
beide Haufungspunkte sein konnen, so daB die Losung nur einen
Haufungspunkt auf ¢ = 0 besitzen kann. Liegt dieser 1m Unendlichen,
so bedeutet das offenbar, daB die entsprechende Losung in der x-y-
Ebene eine Spirale ist, da sie jede Gerade durch den Ursprung dann
unendlich oft durchsetzt (Die Geraden & =8,, & =89, + 2z ... der
¢-9-Ebene geben ja alle dieselbe Gerade der x-y-Ebene.) Ist der Grenz-
punkt aber ein endlicher Punkt & = «, so bedeutet dies, daB unsere
Lésung in der x-y-Ebene in bestimmter Richtung « in den Ursprung

1 'Wir legen 1thr Bild in der g-9-Ebene dadurch eindeutig fest, daB wir in emnem
Punkte dies ber ¥ zundchst unbestimmte Vielfache von 2n irgendwie fixieren.
So erhalten wir eine wohlbestimmte Losung von (7).
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einmiindet. Diese Richtung ist durch die 9-Koordinate des Punktes
auf ¢ = 0 bestimmt, dem die Losung in der g-9-Ebene zustrebt. Dieser
¥-Wert aber genigt der Gleichung (8). Denn auch g = 0 ist Lésung
der Differentialgleichungen (7). Der Grenzpunkt & = « mufB also ein
singularer Punkt fur diese Differentialgleichungen sein und daher muf
(8) fir? = « erfuillt sein Das bedeutet aber doch, daB langs der Tangente

xY, —yX,=0

ist.

Da X, und Y, lineare Funktionen von x und ¥ sind, so ist dies
eine quadratische Gleichung. So erkennt man, daf in dem Falle, daB
%Y, — yX, nicht identisch verschwindet, nicht mehr als zwei Richtungen
in Betracht kommen, in welchen Lisungen in den Ursprung einmiinden
konnen. Ob aber in jeder dieser berden Richiungen oder auch nur in einer
von thmen Losungen einmiinden, ist eine evst nachher zu entscheidende
Frage. Dariber enthilt auch der augenblicklich zu beweisende Satz
von BENDIXSON keine Awussage. Diesen haben wir durch die vor-
stehenden Betrachtungen fur den Fall bewiesen, daBl Y, — y X, nicht
identisch verschwindet.

Er bleibt nur noch zu beweisen fiir den Fall, daB3 x Y, — y X, dentisch
verschwindet. Dann ist offenbar

xY,=yX,=apyx7y,
wo a, konstant und =40 ist (X; und Y,; verschwinden nach S. 98
nicht identisch.)

Also ist X, = agx und Y, = a@,y. In Polarkoordinaten werden
dann die Gleichungen:

o' =pa,+ 0*f1 (0, )
B = pr+1.S,, , (cos P, sind) + p"+2f, (0, D).

Dabei 1st » eine passende positive oder verschwindende ganze Zahl
und S, , ein Polynom, von der durch den Index angegebenen Ordnung.

Durch die Gleichung % = p fuhren wir nun langs der zu untersuchen-

den Losung einen neuen Parameter £, ein Dann werden die Differential-
gleichungen

o o' =as+eh

) D =" Syir + 0" s

Nun sei ¢ = « irgendein Punkt auf p =0 Es ist ein reguldrer Punkt
fiir das Gleichungssystem (9), das wegen 2, & 0 auf ¢ = 0 keine singu-
liren Punkte besitzt. Daher geht durch diesen Punkt genau eine
Lésung von (9). Diese ist aber, anders wie im vorigen Falle, nicht ¢ = 0.
Denn diese Kurve ist gar nicht Lésung von (9), wegen @, &= 0. Thr
entspricht in der x-y-Ebene eine Losung von (6), die in der Richtung «
in den Ursprung einmiindet. Umgekehrt entspricht auch jeder Loésung
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der Gleichungen (6), welche in der Richtung « in den Ursprung ein-
mimdet, eine Ldsung von (9), welche durch ¢ =0, ¥ = &« hindurch-
geht!. Da dies aber ein regularer Punkt ist, so gibt es auch nur eine
Losung von (6), welche in der Richtung « in den Ursprung einmiindet.
Ich betrachte weiter die durch ¢ =0, % =« + 27 gehende Losung
von (9). IThr entspricht dieselbe Losung von (6). Beide Kurven der g-9-
Ebene schneiden fiir hinreichend kleines R aus dem Streifen 0 =< o < R
ein Gebiet G aus, das als umkehrbar eindeutiges Bild von ¢ =< R der
x-y-Ebene anzusprechen ist. In diesem Gebiet miissen nun die Bilder
aller anderen Lésungen von (6) liegen, welche durch Punkte o < R
hindurchgehen. Da nun bisher ja « ganz beliebig war, so haben wir
in jeder Richtung durch den Ursprung genau eine Losung. Dieser ent-
spricht eine durch @ = 0, ¥ = « hindurchgehende. Alle so erhaltenen
Ldsungen von (9) bedecken nun aber offenbar das Gebiet G vollstandig;
d. h. durch jeden Punkt dieses Gebietes geht genau eine der gefundenen
Losungen hindurch. Das folgt sofort daraus, daB diese Losungen stetig
vom Anfangspunkt g =0, ¥ = « abhingen. Daher sind damit alle
Lésungen von (6) im Gebiete o =< R erschopft.

Den auf S. 101 angegebenen Satz von BENDIXSON haben wir nun be-
wiesen. Wiy haben erkannt, daf in dem Falle, wo xY, — yX, =0
ist, jede Losung in einer bestimmien Richtung im Ursprung wmiindet,
und daf zuw jeder Richtung auch genawu eine Losung gehdri. Wenn aber
x Y, — y X, nicht identisch verschwindet, so mindet entweder jede Losung,
wn einer der beidenm xY, — yX, =0 geniigenden Richtungen in den
Ursprung, oder aber alle Lisungen néhern sich spiralig dem Ursprung,
d. h. so, dapf jede Losung jeden Strahl des Ursprungs in dessen Umgebung
unendlich oft schneidet, oder es gibt sibevhaupt keine tm Ursprung miindende
Losung.

6. 2y, A3 konjugiert imaginir. Wenden wir nun diesen Satz wvon
BenpixsoN an. Er lehrt, daB in dem Falle, wo die charakieristische
Gleichung (2) komplexe Wurzeln hat, nur spivalige Lésungen in den
Ursprung miinden konnen. Denn die Gleichung fiur die Tangenten
wird dann

#(Cx+Dy)—y(Adx+By)=0
oder
Cx2+(D—A)yxy—By2=0
und dies hat keine reellen Nullgeraden. Denn es ist
D—A4A2+4BC=(D+A4)?2—4(AD—BC) <O,

weil die charakteristische Gleichung (2) keine reellen Wurzeln hat.
Im Falle komplexer, aber nichi rein imaginarver Wurzeln der chavakte-

! Es se1 wieder daran erinnert, daB die Darlegungen sich stets auf den Fall
m = 1 von (6) beziehen.
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ristischen Gleichung miinden somit alle einer gewissenm Umgebung des
Ursprungs angehorigen Liosungen spivalig in demselben. Der Fall rein
imagindrer Wurzeln bleibt wie auf S. 100 noch unentschieden. Aus dem
Satz von BENDIXSON ergibt sich auch, daB im Falle reeller Wurzeln
gleichen Vorzeichens der charakteristischen Gleichungen die Ldsungen
alle unter bestimmten Tangentenrichtungen in den Ursprung miinden.
Diese Aussage ist in dem Falle, wo xY; — y X, identisch verschwindet,
nach dem vorhin Gesagten direkt im Satze von BENDIXSON enthalten.
Das ist also der Fall, wo in (3) 4, =4, und u = 0 ist. Allgemein haben
wir aber auf S. 100 fiir charakteristische Wurzeln von gleichem Vor-
zeichen bereits festgestellt, daB spiralige Loésungen #nicht vorkommen
Also miinden fir reelle A von gleichem Vorzeichen alle Lisungen in be-
stimmien Richiungen im Ursprung.

Wir werden bald noch niher untersuchen, inwieweit die nach dem
Satz von BENDIXSON moéglichen Richtungen wirklich vorkommen.

7. 24, %5 reell und von verschiedenem Vorzeichen. Wir wenden uns
jetzt dem Falle zu, daf die charakteristische Gleichung reelle Wurzeln von
verschiedenen Vorzeichen besiizé. Diese seien dann A, =4 >0 und

A = — A’ < 0 Dann kann man die Differentialgleichungen (1) auf
die Form

¥ =2x + B, (x,9)
(10) y =—Xy+ By (x.9)

bringen. Da es uns vor allem auf die den Ursprung passierenden Lo-
sungen ankommt, so machen wir die Substitution y = xy,. Dann finden
wir die Differentialgleichungen

x" = Ax + x28) (x, ¥,)

Yi=—@A+ )y + 20 (x,91)

Dabei sind £, und £, neue Potenzreihen, die nach Potenzen von x
und v, fortschreiten. Wir mussen diejenigen Losungen dieser Gleichung
aufsuchen, die fiir x — 0 endlich bleiben, oder doch so schwach un-
endlich werden, daBl xy, — O strebt. Wir wollen zundchst diejenigen
Losungen von (11) suchen, die durch x =0, y; = 0 hindurchgehen.
Dazu gehért namentlich x = 0 selbst. Dieser Lésung entspricht aber
bei den Gleichungen (10) nur die triviale Losung x =0, y =0 Auf
jede Losung kann man in der Umgebung von % =0, y; =0 durch

%=A+xﬁl(x,y1)

den neuen Parameter 7 einfuhren. Fiir geniigend kleine x, y, wachst
er wegen A > 0 mit ¢ zugleich. Nach Einfithrung dieses Parameters
gehen die Differentialgleichungen (11) in

’

X = X
A2 G+ F Dy _ GV
= I+ 78, % vy 7

(11)

y1 + 28 (%, y1)
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iiber, wo £, eine neue Potenzreihe ist, die nach Potenzen von x, y,
fortschreitet. Auf (12) wenden wir die Ergebnisse von S. 94 ff an. Dar-
nach gibt es noch genau zwei weitere Losungen von (11) durch den
Ursprung. Diesen entsprechen dann Losungen von (10), welche durch
den Ursprung gehen und dort y = 0 beruhren. Es gibt deren also genau
zwei, von denen ibrigens die eine die positive, die andere die nega-
tive x-Achse berithrt. Genau ebenso kénnen wir dann mittels der Sub-
stitution -x = yx,; zwei L&sungen von (10) ausfindig machen, welche
durch den Ursprung gehen und dort x = 0 beriihren. Damit sind dann
alle Losungen bestimmt, welche im Ursprung eine der beiden Koordi-
natenachsen bertihren. Der Satz von BENDIXSON lehrt aber dann weiter,
daB alle dem Ursprung zustrebenden Losungen von (10) dort unter
bestimmten Tangenten ankommen. Denn spiralige Ldsungen muften
die beiden schon gefundenen Losungen in reguldren Punkten treffen.
Weiter lehrt der Satz von BENDIxXSON, daf3 als solche Tangentenrich-
tungen nur die beiden Koordinatenachsen in Betracht kommen. Daher
haben wir dann alle Losungen durch den Ursprung gefunden. Es sind
genau vier Je zwei beviihven eine dev beiden Koordinatenachsen vow ver-
schiedenen Seiten hevkommend.

8. Zusammenfassung. Ich stelle nun zundchst zusammen, was wir
bis jetzt fiiv die in der Uberschrift dieses Paragraphen gemannten Diffe-
rentialgleschungen erreicht haben. Im Falle reeller Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung gehen bei gleichem Vorzeichen samtliche einer
gewissen Umgebung des Ursprungs angehorige Losungen 1n diesen hincin.
Das gleiche ist im Falle komplexer Wurzeln der Fall, es sei denn, daB3
die Wurzeln rein imagimar smmd Dieser Fall ist noch unentschicden
Im Falle reeller Wurzeln von verschiedenem Vorzeichen gehen genau
vier Losungen in den Ursprung hinein. Im Falle komplexer Wurzeln
wurde weiter erkannt, da die 1m Ursprung mundenden Losungen
Spiralen sind Im Falle reeller Wurzeln gleichen Vorzeichens munden
alle Losungen 1n bestimmten Tangentenrichtungen In dem Falle, wo
xY, —yX,=0ist,dh.wod =D=0,B=C,dh 4 =24, =0
ist, mundet nach dem Satz von BENDIXSON in jeder Richtung genau ene
Losung Wie sich die Richtungen der Losungen auf dic beiden Null-
geraden von xY; — vy X, = 0 verteilen, bleibt in den anderen Fallen
noch zu untersuchen Im Falle 2, = 2,, u %= 0 1st die Antwort ohne
weiteres klar Denn hier wird xY, — yX, = ux2, so daBl alle Lo-
sungen im Ursprung x, = 0 berithven So bleibt nur noch der Fall, daf
dve beiden Wurzeln der chavakteristischen Gleichung veell und verschieden
sind Die beiden in Betracht kommenden Tangentenrichtungen sind
dann aus

(13) 2 Y, —yX,=x(Cx+Dy)—y(Adx+ By)=0
zu bestimmen. Sie sind, wie man leicht sieht, verschieden, sind es
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doch die Richtungen der geradlinigen durch den Ursprung gehenden
Losungen der zugehorigen homogenen Gleichungen, die entstehen, wenn
man PB; und P, durch Null ersetzt. Wir dirfen das Koordinatensystem
so legen, daB die Koordinatenachse x = 0 in keine dieser Richtungen
fallt. Somit ist B 4= 0. Wir machen in den Gleichungen (1) die Sub-
stitution. y = x7. Sie fitlhrt uns auf

dzx

a
d—Z-:C—[—Dn—-n(A + Bn) + x B3 (%, 7).

Thre auf der Losung x = O gelegenen singularen Punkte werden durch
(15) C+Dn—(A+Bnn=—B@m—mn)n—mn)=0

gegeben. Es sind also zwei voneinander verschieden reelle Punkte,
deren 7-Koordinaten 7; und #, nach (18) mit den Richtungen der even-
tuellen Tangenten ubereinstimmen. In der Umgebung dieser beiden
singularen Stellen gehort diese Differentialgleichung dem in der Para-
grapheniberschrift genannten Typus an. Die Wurzeln der zugehorigen
charakteristischen Gleichungen sind beide Male reelll.

Daher lehren die Betrachtungen dieses Paragraphen, daB durch
jeden der beiden singularen Punkte auBer x = 0 noch weitere Losungen
hindurchgehen Daraus folgt, durch Eintragen dieser fur x — 0 gegen
bestimmte Grenzwerte konvergierenden Funktionen in y = n«x, dal}
durch den Ursprung gewisse Losungen von (1) mit bestimmter Tan-
gentenrichtung hindurchgehen Daher gehen nach S. 104 alle im Ur-
sprung mundenden L&sungen in bestimmten Richtungen in diesen
Punkt hinein Gleichzeitig wird erkannt, daB8 in jeder der beiden mog-
lichen Richtungen Losungen im Ursprung minden

Nunmehr ist es leicht, zu zeigen, daB tatsachlich ein Kunotenpunkt
vorliegt, daf also tatsachiich alle Losungen bis auf zwei mut devselben
der beiden Tangenten ewmmiindenn Zu dem Zweck miissen wir zeigen,
daB der emne der beiden singularen Punkte von (14) auf x =0 emn
Knoten, der andere ein Sattel ist, daB also in den einen alle, in den
anderen nur vier Losungen einmiinden. Zwe1 von diesen vier werden
durch x = O selbst absorbiert, den beiden anderen entsprechen dann

(14)

1 Betrachtet man z B. die Wurzel 7, von (15) und setzt n — 7, = H, so wer-
den die linearen Glieder von (14), wenn man rechts nach Potenzen von x und H
entwickelt (4 4+ Bn)x und — B(n — ) H + *PB¥F (0,7,) Hier kann aber
die Determuinante der Koeffizienten der linearen Glieder nicht verschwinden
Denn dann muBte entweder 4 + Bny; = 0 oder — B(7; — 7,) = 0 semn. Im ersten
Falle wiare, da 7, eine Wurzel von (15) 1st, auch C 4 D#; = 0 und daher mufite
AD — BC =0 sein, gegen unsere Annahme Im anderen Falle ware 7; elne
Doppelwurzel von (15) entgegen einer bereits gemachten Feststellung Die charak-
tenistische Gleichung wird (4 4+ B#n; — A)(— B(ny — 713) — A) = 0, hat also reelle
Wurzeln.
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zwei mit der einen der beiden mdglichen Tangenten einmiindende
Lésungen von (17), wihrend alle ibrigen dem Verhalten des anderen
singuliren Punktes von (14) entsprechend in der anderen Richtung
einmiinden. Um nun diese Verhaltnisse der beiden singularen Punkte
von (14) einzusehen, muB man sich ihre charakteristischen Gleichungen
ansehen. Falls 7, und 7, die beiden singularen Punkte auf x = 0 sind,
so werden, wie man ausrechnet,

4+ Bny — u) (3(771—772)+H):0

(A~+Bn—p) (B —m) + 1) =0
ihre charakteristischen Gleichungen. Um zu sehen, daB im einen Fall
die beiden Wurzeln verschiedenes, im andern aber beide gleiches Vor-
zeichen haben, ist nur festzustellen, daB das Produkt aller vier negativ
ist. Dies Produkt ist aber

— (4 + Bny) (4 + By) B (1, — 12)>
Und das ist wegen (15) gleich,

— (A D — BC) B (17, — 12)*

Die Determinante A D — BC ist aber positiv, denn nach (2) ist sie
das Produkt der beiden 4,4,, die gleiches Vorzeichen haben. Nach
S.107 ist B <= 0.

Es 1ldaBt sich auch noch feststellen, da8 die Richtung, welche von
fast allen Losungen im Ursprung eingehalten wird, die gleiche ist,
wie bei der zugehoérigen homogenen Gleichung Der Leser moge das
selbst nachprifen.

Damit ist nun die Diskussion der Differentialgleichungen

2y _Cx+ Dy + Pp(#.9)

dx Ax+ By + By (x v)
in dem in Aussicht genommenen Falle, daB AD — BC = 0 ist, zu
Ende gefihrt. Man kann das Ergebnis dahin aussprechen, daf3 fir das
qualitative Verhalten der Losungen in der Nahe des Ursprungs in der
Regel allein die linearen Glieder mafBgebend sind. Diese bestimmen
sogar die Richtungen, in welchen die Losungen im Ursprung mimnden

9. Wirbel und Strudel. Freilich konnten wir bisher im Falle rein
imagindrer Wurzeln der charakteristischen Gleichungen nicht den
Wirbelfall vom Strudelfall trennen. Hier sind eben tatsichlich die
linearen Glieder nicht mehr allein maBgebend. Das erkennt man sofort
an zwei Beispielen, in welchen die linearen Glieder die gleichen sind.
So wird

und

%' =1y 4 298, Y= —x — 2 x3
durch die geschlossenen Kurven
%% 4 2 4 x* | y* = konst.
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gelost. Hier liegt also ein Wirbel vor. Dagegen liegt bei
X' =y + x (2 + y?)

Yy = —%4y(**+37)

ein Strudel vor. Denn in Polarkoordinaten werden diese Gleichungen

Q' = Qaa P = —1.
Ihre Losungen sind die Spiralen
1
2 - =
=351
Da wir jetzt an eine Stelle gekommen sind, wo im Falle von Diffe-
rentialgleichungen, deren Koeffizienten im Ursprung sich nicht ana-

lytisch verhalten, die Dinge anders liegen koénnen, so will ich auch
dafiir noch ein Beispiel geben. Ich betrachte

dx . 1
Zr =Yt @+ y)asin 5m—0f
iy . 1
'BT = — X + (x2 —I—-yz)ySInm.
Fiuhrt man Polarkoordinaten ein, so kommt
Q'=g3sm—91?, P = —1
oder
d 1
76 = —esing

und daraus erkennt man, den unendlich vielen gegen Null sich haufen-
den Nullstellen der rechten Seite entsprechend, daB der Differential-
gleichung durch unendlich viele Kreise mit dem Nullpunkt als Mittel-
punkt geniigt wird. In einem von zwei aufeinanderfolgenden derartigen
Kreisen begrenzten Ring liegen aber keine weiteren geschlossenen
Integrale Denn in einem solchen Ring ist ¢’ von einerlei Vorzeichen.
Die hier verlaufenden Integralkurven wickeln sich also spiralig um
die Begrenzungskreise herum.

10. Methode von Poincare. Kehren wir zurick zum analytischen
Fall. Wir legen uns die Frage vor, wie man nun ber einer vorgelegten
Differentialgleichung entscheiden kann, ob sie zum Strudelfall oder zum
Wirbelfall gehért. Man kennt dafur zwei verschiedene Methoden, eine
von POINCARE und eine von BENDIXSON. Die PoiNCAREsche beruht
auf folgenden Gedanken. Wenn eine Schar geschlossener Integralkurven
den Ursprung umschlieBen soll, so wird man die Gleichung derselben
in der Form F = konst. annehmen diirfen. Es liegt nahe, es hier einmal
mit einer Funktion F zu versuchen, die sich nach Potenzen von x und y
entwickeln 14Bt. Fir F ergibt sich dann aus den Differentialgleichungen
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die Bedingung
_dF _9Fdr  0Fdy
O=—r=%xa7 Dy dt "

Um F dieser Bedingung gemdfB bestimmen zu kdénnen, denken wir
uns die Entwicklung von F nach homogenen Polynomen der x, 1y
geordnet:

F=F,+F,+---
Dabei ist F;, ein homogenes Polynom k-ter Ordnung. Die Differential-
gleichung durfen wir nach S. 100 in der Form

dx
i YF Xt
a
F=—r+ Yot -

annehmen®. Daraus erkennt man sofort, daB F, = 0 sein muB. Ebenso
leicht findet man F, = x2 4+ y2. Denn auf einen konstanten Faktor
kommt es bei der Bestimmung von F nicht an. Und ferner hat man

die Bedingung, daB bei Ordnung von ar nach homogenen Polynomen

dat
alle diese einzelnen Polynome verschwinden miissen. Fiir das Polynom
F, findet man hiernach die Bedingung

B.Fy, 8F,

Tx ¥y — Ce

Dabei ist G, ein Polynom k-ten Grades, das sich aus der Differential-
gleichung und denjenigen F, zusammensetzt, deren Ordnung niedriger
als % ist. Zur weiteren Rechnung fuhrt man am bequemsten Polarkoordi-
naten ein. x = g cos?®¥, y = ¢sind Dann erkennt man leicht, daB

fur emn homogenes Polynom k-ten Grades
Gy = ¥ 3 (p,cosnd + g, sin nd)

gilt In der Fourierreihe kommen dabei nur solche Glieder vor, decren
Nummer » dieselbe Paritat hat wie &, und & nicht ubertrifft Man sieht
auch leicht ein, daB umgekehrt diese Bedingung dafur hinreichend
ist, daB das g* -fache der Fourierreihe ein homogenes Polynom kA-ten
Grades 1st. Setzt man dann F;, = po* @(9) und G, = o*y (), so wird
aus der Gleichung (16) die folgende:

(16)

24
—Se=v ).

Man kann ihr also dann und nur dann genigen, wenn das Absolut-
glhied in der Fourierreihe fir 9 (#), d i also p, = 0 ist. Das ist fur

1 Das zundchst noch vorhandene g, kann man durch die Parametertransfor-
mation
it
57 = Ha» d.1. v =1 pu,

zu Eins machen.
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ungerades %k offenbar von selbst erfullt, da ja ¢* 9 (#) ein homogenes
Polynom sein soll. Fiir ungerades % ist dann ¢ () eindeutig bestimmt,
da doch auch in ¢@(#) das Absolutglied Null sein muB. Bei geradem
% indessen bedeutet Verschwinden von p, eine besondere Bedingung,
und jetzt ist auch ¢(#) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Ich behaupte nun, daB das Verschwinden der p, eine notwendige
Bedingung fur das Vorliegen eines Wirbels ist. Nehme ich namlich
an, diese Bedingung des Verschwindens der g, sei bis zur Nummer

k=2 n erfillt, fur 2 = 2 u selbst aber sei sie nicht mehr erfullt, dann
kann man eine Funktion ¢(#) aus

a
— ZE =9 ®) — 20
bestimmen. Das ist gleichbedeutend mit der Bestimmung eines zu-

gehorigen homogenen Polynoms aus der Gleichung

dF,, dF,,
Y x5y = Gan — Do (27 + y)".

Nun setze ich

F=x2—i—y2—|—F3+---—-}—-FZ”_I—I—Fz”.

Dabei mogen dieFy,, ..., Fy,_4, .. , aus den Gleichungen (16) bestimmt
sein. Dann fallen in dem Ausdruck

ar

at
alle Glieder von kleinerer als 2 #-ter Ordnung weg, wahrend das Glied
2 n-ter Ordnung

— Po (x* + ¥
wird. Daraus folgt, daB in geniugender Nahe des Ursprungs édi; von
einerle1 Vorzeichen ist Ich will annehmen, es ser das negative Dann
folgt hieraus, daBB auf einer, dieser Umgebung des Ursprungs angehorigen,
Integralkurve x = x ({), v = v (¢) ber1 wachsendem Parameter ¢ die Funk-
tion F monoton abnimmt Mit wachsendem # nahert sich also die Integral-
kurve immer mehr dem Ursprung Sie mundet daher entweder mn den-
selben fur £ — oo oder aber sie hat eine Kurve F = ¢ als Grenzzykel
Nun aber konnen in unserem Falle einer analytischen Differential-
gleichung und einer analytischen Funktion F nur endlich viele Kurven
F = ¢ Integralkurven sein Denn aus F = ¢ findet man als Gleichung
der Integralkurve y = f(x,c), und dies hdangt algebraisch vom Para-
meter ¢ ab. Wenn diese Funktion nun fir unendlich viele sich gegen
Null haufende Werte von ¢ der Differentialgleichung gentiigte, so miilte
dies nach allgemeinen Satzen tber analytische Funktionen fiir alle ¢
so sein, wihrend wir doch von einer Integralkurve ausgingen, auf
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der F sich monoton dandert, statt konstant zu sein. Somit gibt es in unse-
rem Falle, wo ein $, == 0 ist, in einer gewissen Umgebung vom Ursprung
keine geschlossenen Integralkurven. Daher miissen alle einer solchen
Umgebung angehorigen Integralkurven im Ursprung miinden. Daher
ist fir den Wirbelfall das Verschwinden aller $, eine notwendige Be-
dingung. DaB sie auch hinreicht, zeigt POINCARE durch den Nachweis,
daB die fur F so zu findende unendliche Reihe konvergiert. Doch will
ich darauf nicht mehr eingehen.

11. Methode von Bewnbpixson. Lieber will ich noch die Methode von
BeENDIXSON schildern. Dieser setzt von vornherein die Differential-
gleichung in Polarkoordinaten an. Man kann sie dann auf die Form

28 — 001 (9) 4 @2 s (§) + - - -

bringen. Diejenige Losung, welche fur ¢ = 0 den Wert g, annimmt,
hangt analytisch von g, ab (S.53). Sie 148t sich also fir hinreichend
kleine g, durch eine fiir alle 0 =< ¥ =< 27z konvergente Reihe

0 =0 (9,00 = Qo () + @5t (¥) + - - -
darstellen. Aus (0, g,) = 0, folgt, da dies fur alle genugend kleinen
0o gelten soll, #,(0) =1, %,(0) =0(2=2,3.. ) Tragt man diese

Reihe in die Differentialgleichung ein, so erhalt man fiir die #, die fol-
genden Differentialgleichungen

ad U6 (19')
%g = Uy ¢ (9) + 45 5 (&)
au,

d_1;=“351(‘¢9)+2“1“202(19) + uics (9) .

- . - - . - . . . -

Die Losungen sind durch die ber & = 0 vorgeschricbenen Werte
vollig bestimmt. Fur die Geschlossenheit der Losungen ist hinreichend,
daB die u; periodische Funktionen der Periode 27z sind. Diesc Be-
dingung ist aber auch notwendig. Denn waren etwa u,, #,,. .%,
periodisch, #,,, aber nicht periodisch, so sei z. B.

41 (27) —u,,,(0) =4 <O.
Dann wird

2 (27, 00) — e (0,00) = @+ [d + @o{t 12 (27) — 9, ., (0)} + - - -].
Daher ist fiir hinreichend kleine g,

¢ (27, 00) —(0,00) <O.
Also wird durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses

0(0,00) > 0(2m,00) >0 (47w, ) >~ - -.
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Daher wird 4 =0 unendlich oft von jeder Losung getroffen. Die
Bedingung ist also auch notwendig.

Man muB sich aber vor Augen halten, daB die Tragweite dieser
Betrachtungen begrenzt ist. Sie enthalten insbesondere bisher keine
Rechenvorschrift, nach der man in einem konkreten Fall vorgehen
kann In dieser Richtung liegt nur eine Arbeit von Durac! vor, der
fur die Differentialgleichung

_‘_i_y= y+a, 24+ byxy 46y 92

dx — % a3 32+ byxy -+ cpy2
die Diskussion vollig durchgefihrt hat. Hier genigen acht der un-
endlich vielen Bedingungen, wie man bei direkter Ausfithrung der
Integration sieht.

12. Zusatz. Zum SchluB dieser Betrachtungen noch den Hinweis,
daB in der Arbeit von BENDIXSON eine Methode entwickelt wird, die
das Verhalten der Lésungskurven einer jeden Differentialgleichung

iy _ Pi(x. ¥)

dx — Pa(x, )
in der Nahe des Ursprungs festzustellen erlaubt Durch eine Kette
bilinearer Transformationen wird eine jede solche Differentialgleichung
auf die in diesem und dem vorigen Paragraphen ausfithrlich disku-
tierten Typen zuruckgefuhrt.

13. Bemerkungen: 1 In zwer neueren Arbeiten in der Math Zeitschr Bd 15
u Bd. 16 hat PErRrRoON den Gegenstand dieses Paragraphen erneut vorgenommen
und 1n weirtem Umfang die Bedingungen fur §(x, 9) und g(x, ¥) angegeben, unter
denen die Satze dieses Paragraphen richtig bleiben

2 Die Ubertragung der vorliegenden Ergebmisse auf Systeme hat bisher
nur durftige Ergebnisse gezeitigt Sie beschranken sich wesentlich auf die durch
gewisse Reilhenentwicklungen gewonnene Erkenntnis, daB im Falle, wo v der
‘Whurzeln der charakteristischen Gleichung einen negativen Realteil haben, ewne
y-parametrige Schar von Losungen fur ¢ - 00 gegen den Ursprung konvergiert
Wenn z B alle diese Wurzeln positiv reell sind, so kann dies ganz analog wie
S 98 bewiesen werden Ein dem allgemeinen Satz dieses Paragraphen entsprechen-
der 1st bisher nicht bekannt Doch hat das Wenige, was bekannt ist, schon fur
Fragen der Mechanik wichtige Dienste getan. Vollstandig kann man naturlich
analog zu § 3 die Diskussion fur Systeme linearer Gleichungen mit konstanten
Koeffizienten durchfuhren AnlaBlich der linearen Gleichungen zweiter Ordnung
werden wir noch weitere Falle betrachten (vgl auch S 1431f)

3 Die Betrachtungen dieses Paragraphen legen den Gedanken nahe, durch
eine umkehrbar eindeutige Transformation die vorgelegte Differentialgleichung
in emne mit linearer rechter Seite zu verwandeln. So wurde es in die Augen
springen, daB der Verlauf der Losungskurven durch die linearen Glieder be-
stimmt 1st. Dies Verfahren ist tatsachlich durchgefuhrt worden? und bietet
auch Moglichkeiten zur wirklichen Berechnung der Losungen.

1 Bull des sc math Bd 32. 1908
2 H. Durac Solutions d’un systéme d’équations différentielles dans le voi-
sinage de valeurs singuliéres. Bull de la soc. math. de France Bd. 40, 324—383,

BieserBACH, Differentialgleichungen. 8 Aufl 8



114 I. 4. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

§ 7. Uber die Verteilung der singulidren Stellen.

1, Ubergang zu Kurven auf Flichen. Man darf immer annehmen,
daB durch eine vorgelegte Differentialgleichung einem jeden Punkt
einer geschlossenen Fliche eine sie berithrende Richtung zugeordnet
sei und daB es sich also darum handelt, auf der geschlossenen Flache
Kurven zu finden, die jeden Punkt in der dort vorgeschriebenen
Richtung passieren Denn wenn ein System

ax

Ay

in einem Bereich der x, y vorgelegt ist, so kann man ein Stuck dieses
Bereiches durch stereographische Projektion auf eine Kugeloberfliche
projizieren. Hierdurch wird jedem Punkt dieses sphavischen Bereiches
eine Tangentenrichtung zugeordnet. Die soin einem Stiick dieser Flache
vorliegende Erklirung der Differentialgleichung kann man dann uber
den Rest der Flache so erganzen, daB3 eine auf der geschlossenen Kugel-
oberfliche erklarte Differentialgleichung herauskommt. Dieser Gedanke
gibt auch die Moglichkeit an die Hand, die bisher besprochenen Ergeb-
nisse auf Differentialgleichungen der Form f(x, y,y’) =0 zu {iber-
tragen, wo etwa f(x, v, »’) ein Polynom sein moge Dann ist das Pro-
blem, diese Gleichung zu untersuchen, nach POINCARE gleichwertig mit
der Untersuchung der Differentialgleichungen

dx _ __0f dy __ o7
@t - T 8z’ at T T *az
fiz__af of

it —ax T %5y
auf der Fldche f(x, vy, 2) =0 und somit haben wir in manchen Fallen
wieder eine Differentialgleichung, die jedem Punkt einer geschlossenen

Flache in eindeutiger Weise eine sie beruhrende Richtung zuordnet.

Tatsdchlich definieren diese drei Differentialgleichungen Raumkurven,
deren Projektion auf die x-y-Ebene j—% = %:%
also diese Projektionen der Differentialgleichung f(x, v, 3") = O ge-
nigen Tatsachlich liegen diese Raumkurven auf der Flache f(x, ¥y, 2)

= 0, falls man ihre Anfangspunkte darauf wahlt. Denn langs derKurven

= 2 liefert, <o daB3

., daf
ist Z{t—-—-O

1912 G D BirxHOFF. Divergente Reihen und singulare Punkte gewohnlicher
Differentialgleichungen Sitzber. d. preuB. Akad. d. Wiss, 1929, S. 171—183
G. D. BirgkHOFF and F R. BRaMFORTH: Divergent series and singular points of
ordinary differential equation Trans. Am. math Soc. Bd 32, S.114—146. 1930.
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An diesen Ansatz konnen wir ankniipfen, wenn wir jetzt noch einen
allgemeinen Satz fiiber die Verteilung der Singularititen erdrtern
wollen.

Zunichst betrachten wir eine einzelne singulare Stelle S eines
Systems

n L =twy, 2 =gxy.

Dabei sollen f(x, v), g(x, ») in der Umgebung von x =0, y = 0 ein-
deutig und stetig erklart sein und einer LipscHITz-Bedingung geniigen.
Im Punkte x =0, v = O selbst sollen 7(0, 0) = g(0, 0) = 0 sein, wah-
rend in der betrachteten Umgebung keine weiteren singularen Stellen
liegen. Jedem von (0, 0) verschiedenen Punkt ist dann durch (1) ein
gerichtetes Linienelement zugeordnet.

2. Der Index. Nach POINCARE ordnen wir der isolierten singuldren
Stelle S einen Index § zu Mit BIRKHOFF erkldren wir ihn so: Man lege
um die singuldre Stelle eine emnfach geschlossene Kurve €, welche aus
endlich vielen, stetig differenzierbaren Bogen besteht und auBer S
keine andere singulare Stelle umschlieBt. Durchlauft man dieselbe im
positiven Sinn, so erfahrt dabei der durch die Differentialgleichungen
erklarte Vektor emne Drehung j-25x 7 heiBt dann Index der singuldven
Stelle. Man erkennt namlich sofort, daf3 die ganze Zahl 7 von der Wahl
der umschlieBenden Kurve unabhangig ist Denn be1 stetiger Anderung
derselben miifite sich auch j stetig andern und bleibt daher als ganze
Zahl unverandert.

Bei den Differentialgleichungen des § 6 ist es leicht, den Index zu
bestimmen Er ist namlich stets dem Index der ber Beschrankung

auf die linearen Glieder entstehenden homogenen Gleichung gleich

. a .d . 1
Setzt man ndmlich Ei:— + 2 23;— = 7e*?, so wird der Index der ﬂ-fachen

Anderung gleich, welche @ be1 Durchlaufung einer geschlossenen Kurve
um die singulare Stelle erfahrt Ist x = x(7), ¥y =y (7),0 =7 = 1die
geschlossene Kurve, so wird somit

1
1 de 1 a .
7—2—;f&—;dr == 2n‘fd110g(76 'P) aT.
0 (4]

Denn log 7 andert sich beim Umlauf nicht. Also st

1
T S . T4
=357 f4+ g ’
0
wenn ax dy__
=1y F;=8x1)

die Differentialgleichungen sind, und f* und g’ die Ableitungen von
f und g nach 7 bedeuten. Ist insbesondere f = Ax + By + B, (%, y),
8*



116 I. 4 Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

g=Cx -+ Dy + Ry(x,v), wie 1m § 6, wo also ¥, und B, Potenz-
reihen sind, die nur Glieder von hoherer als der zweiten Ordnung ent-
halten, so wird bei Verwendung von Kurven, die hinreichend nahe den
Ursprung umschlieBen, geschlossen, dal
1
_ 1 f(Ax’ + By) +¢(Cx" + Dy’) .
1= 2:71:1,0 (Ax +~ By) 4+ 1(Cx + Dy)

1st. Man erkennt dies ahnlich wie beim RoucHEschen Satz der Funk-
tionentheorie, indem man statt B, und B, zunachst AP, ,AP,, 0 =1 =1
eintrigt und bemerkt, daB das Integral so lange stetig von 4 abhangt,
als der unter dem Integral vorkommende Nenner nicht verschwindet,
Dies aber ist fur 0 <A =< 1 sicher dann der Fall, wenn langs der ge-
schlossenen Kurve B; und B, hinreichend klemn sind, d.h wenn die
Kurve hinreichend nahe am Ursprung verlauft. Da aber das Integral
eine ganze Zahl als Wert hat, so 1st es von A unabhangig

Fur die homogenen Gleichungen ist aber der Index leicht zu be-
stimmen. Man erschlieBt seinen Wert unmittelbar aus den auf S 74 ff
gemachten Angaben

Im Knotenfall, im Strudelfall und im Wirbelfall ist darnach 7 =1,
im Sattelfall aber ist 7 = — 1.

8. Anwendung des EuLerschen Polyedersatzes. Wir betrachten nun
eine geschlossene Fliche vom Geschlecht $ mit emndeutig erklarter
Indikatrix Auf ihr sei wieder durch Differentialgleichungen mit ein-
deutigen stetigen und der LipscHITz-Bedingung gcnugenden KXoeffi-
zienten ein Vektorfeld gegeben. Es mogc endlich vicle singulare Stellen
aufweisen. Wir zerlegen dann durch irgendwelche endlich vicle JORDAN-
sche Kurvenbogen mit stetig sich andernder Tangente die geschlossene
Flache in endlich viele einfach zusammenhangende Gebicte, deren jedes
an seinem Rand keine, 1in seinem Inneren nicht mechr als eine singulare
Stelle besitzen moge. Diese Einteilung der Oberflache kann als Polyeder
aufgefaB3t werden, und so hat man nach dem Eurerschen Polycder-
satz zwischen der Anzahl ¢ der Ecken, & der Kanten, und f der Flachen-
stucke die Beziehung?!

e+f—k=2—2p.
Falls nun in einer Ecke » Kanten zusammenstofBcn, so gilt noch
e
2>/v, = 2k. Wir bestimmen nun fiir jedes der Gebiete den Index j.
1

Dabei 1st der Index derjenigen Gebiete, die kemne singulare Stelle ent-

1 Man kann sie als Definition des Geschlechis p ansehen 2 1st immer einc posi-
tive ganze Zahl und kann auch als die Maximalzahl der punktfremden geschlossenen
JorDANkurven erklart werden, die man gleichzertig auf der Flache anbringen kann,
ohne sie zu zerstucken.
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halten, Null. Zur Bestimmung des Index fur die anderen Bereiche be-
dienen wir uns des folgenden Verfahrens. Wir betrachten den Winkel 2,
um den man den Tangentenvektor der Randkurve im Sinne der Indika-
trix der Fliche drehen muB, um ihn in den Feldvektor iiberzufihren.
Die Randkurve sei im Sinne der Indikatrix umlaufen. In den Ecken
gibt es den beiden Tangentenrichtungen entsprechend auch zwei Er-
klarungen des Winkels ©. Dann ist die Winkelanderung des Feldvektors
gleich der Summe der Anderungen, die der Tangentenvektor langs der
Randbogen und in den Ecken erfahrt, vermehrt um die entsprechen-
den Anderungen des Winkels zwischen Tangentenvektor und Feld-
vektor. Die erstere Anderung ist 27z. Die letztere ist ein Vielfaches von
27, das man findet, wenn man abzahlt, wie oft der Winkel im wach-
senden bzw. im abnehmenden Sinn ein Vielfaches von s durchliauftl.
Die ersteren nennen wir innere, die anderen #duBere Beriihrungen des
Feldvektors mit dem Tangentenvektor. Nun aber heben sich die An-
teile, welche Beruhrungen von Losungen mit inneren Kantenpunkten
zuzuschreiben sind, gegenseitig auf, wenn man die Summe aller Indizes
bildet. Denn eine solche Berithrung ist fur das eine der angrenzenden
Gebiete eine innere, fur das andere eine auBBere. Es bleiben also nur die
Beruhrungen mit Losungen in den Ecken der Gebiete Geht aber eine
Losung durch eine Ecke, so passiert sie dort das Innere zweler Gebiete
und beruhrt die ¥ — 2 anderen von auBlen, es sei denn, daB3 eine Lésung
eme Ecke in einer Kantenrichtung passiert. Man darf aber immer die
Einteilungslinien so wahlen, dafB dies nicht der Fall ist Somit hat man
in emner Ecke v — 2 auBere Berihrungen. Bildet man nun die Summe
der Indizes uber alle Bereiche, so wird sie gleich — 2>, v-'—; 2 + f-
Denn alle inneren und auBleren Beruhrungen heben sich auf, mit Aus-
nahme der in den Ecken stattfindenden Beruhrungen Eine jede auBere
Beriihrung aber gibt emne Abnahme um sz und die f Flachen geben der
Winkelanderung der Tangente entsprechend einen Zuwachs um 2=

Zur Bestimmung des Index 1st durch 2x zu dividieren Somit wird

Si=e+f—k=2—-2p

Fur die Kugel ist » = 0; hier besitzt also eine Kurvenschar stets
mehr als eine Singulantat, falls nur Singularitaten der bisher betrach-
teten Art vorkommen Denkt man sich andererseits auf der Kugel
das Kreisbuschel, das entsteht, wenn man sie mit einem Ebenenbuschel
durch eine ihrer Tangenten schneidet, so ist dies emne Kurvenschar
mit nur einem singularen Punkt. Der Index muB also 2 sein Um das
nachzuprifen, denken wir uns die Kugel stereographisch auf eme Ebene

1 Punkte, 1n denen eine Losung die Randkurve berubhrt und durchsetzt,
werden mnicht gezahlt, weil da der Winkel zwischen Tangentenvektor und Feld-
vektor zwar emn Vielfaches von ; erreicht, aber es nicht passiert.
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so projiziert, daB wir das Kreisbiischel
(x — @) + 3* = a?
erhalten. Als Differentialgleichung findet man
% =2xY, Y = y% — %%,
Sie gehort also nicht zu den un vorigen Paragraphen untersuchten
Fillen. Verfolgt man das Vektorfeld dieser Differentialgleichung langs
emmes Kreises um den Ursprung, so be-
statigt man leicht, daB der Index 2 ist
(vgl. Abb.12) Hier liegt auch im gestalt-
lichen Verhalten der Losungen etwas
Neues vor. Es treten sogenannte ,ge-
schlossene Kuotengebiete'* in dem betrach-
teten Kreise auf. Das sind Bereiche, in
welchen jede Losung aus dem Ursprung
kommend wieder im Ursprung mundet.
Fruher kamen ,,Saitelgebrete’” vor. Diese
waren von Losungen begrenzt, die im
Ursprung mundeten, und darin gingen
die Lésungen alle am Ursprung vorbe:
In allen bisher betrachteten Fallen be-
Abb- 12. steht zwischen dem Index j, der Zahlk
der geschlossenen Knotengebiete und der Zahl A der Sattelgebiete

die Relation  h—i+2

= 5 .
BENDIXSON hat in der S 79 genanntcn Arbeit gezeigt, daB diesc plau-
sible Relation stets dann richtig ist, wenn die Zahlen 2 und 4 endlich
sind, und dies ist, wie er gezeigt hat, bei allen Differentialgleichungen
d 1y
=Py, =B (%)
der Fall, wo P, und B, Potenzreihen sind, die in der Umgebung des
Ursprungs konvergieren. Z. B ist fur cinen reguldren Punkt, wo B,
und 9B, nicht beide verschwinden, 2 =0,212 =2 Also 7 =0

§ 8. Singulire Lodsungen.

1. Diskriminantenkurve. Schon gelegentlich der CrAIrRAUTschen
Gleichung lernten wir auf S 22 das eigentumliche Vorkommen von sin-
gularen Losungen kennen Wir machten damals die Erfahrung, daB
durch einzelne Punkte zwei sich dort beruhrende Integralkurven gingen
Die singulidre Losung trat als Enveloppe der die CrAairauTsche Glei-
chung losenden Geradenschar auf Nun wollen wir von allgemeineren
Erwigungen aus an die singuldren Ldsungen herangehen.
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Wir betrachten eine Differentialgleichung

9] f(x%y,9) =0.

f(x,y,P) sei samt seinen partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung fiir alle in Betracht kommenden Linienelemente (x, y, )
eindeutig und stetig. Die in Betracht zu ziehenden Linienelemente
seien: (x, y) aus einem Bereich B, » beliebig.

Um die bisher aufgestellten Sitze anwendbar zu machen, muB erst
die Auflésung nach p bewerkstelligt werden. Daniber gibt der bekannte
Satz iiber implizite Funktionen AufschluB. Er lehrt folgendes: Wenn
man ein Wertetripel x4, y,, #, hat, das der Gleichung f(x,y,s) =0
genugt, und wenn fiir dies Wertetripel die Ableitung

a
a_; (%05 Yo, Do)

nicht auch verschwindet, so gibt es in einer gewissen Umgebung von
(%0, ¥o) eine einzige wohlbestimmte eindeutige stetige Funktion

p=F (%),
die der Gleichung genigt, und die fiir x = %3, y = y, den Wert p = 2,
annimmt, und welche stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung
nach x und y besitzt. Oft werden so zu jedem Wertepaar, d. h. zu
jedem Punkt x,, y, mehrere Werte p, und damit mehrere Funktionen
p = F(x, y) gehoren, die der Gleichung genugen. GewissermaBen wird
das Feld der Linienelemente aus mehreren Schichten bestehen. Eine
besondere Rolle miissen nach allem aber jedenfalls die Linienelemente
spielen, welche auch noch der Gleichung

¢ of _

genugen Alle diese Linienelemente geniugen den beiden Gleichungen
a

3) F38) =0, 5L (5y.8) =0

Wir betrachten die Menge derjenigen (x, y), zu welchen p-Werte ge-
horen, die zusammen mit den (x, y) den beiden Gleichungen (3) ge-
nugen. Wir nennen die von diesen (x, y) gebildete Menge die Diskrimz-
nantenkurve. Man kann sie in vielen Fallen durch Elimination von 2
aus (8) gewinnen. Dies gelingt z B. in der Umgebung derjenigen Linien-

2
elemente, fur die %—i =%+ 0 ist. Dann kann man aus der zweiten Glei-

chung (3) p als stetige mit stetigen Ableitungen versehene Funktion
gewinnen und in die erste Gleichung (3) eintragen. Aus ihr gewinnt
man dann die Diskriminantenkurve als mit stetig sich andernder Tan-
gente versehene Kurve in der Nahe derjenigen (x, ¥), fiir die nicht auch

% und —gf:— verschwinden. Die Linienelemente, die den beiden Glei-

chungen (8) genugen, heiBen singulire Linienelemente.
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2. Beispiele. Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung

Y=

Ihre singularen Linienelemente genugen den beiden Gleichungen
pr=x,
24 =0.

Sie sind alle der x-Achse parallel und liegen auf der Kurve x = 0. Man
stellt weiter leicht den Verlauf der Integralkurven fest. Nur fur positive x
sind reelle Integralkurven vorhanden. Dieselben treffen die Diskrimi~
nantenkurve senkrecht.

Die Losungen sind y = - % xg" -+ ¢. Den beiden Schichten
¥ =+ VYx und ¥’ = — Y« entsprechend gehen durch jeden Punkt
mit positiver Abszisse x zwei Integralkurven hindurch.

Ich betrachte weiter die Gleichung

y'2=y.

Hier genugen die singularen Linienelemente den beiden Gleichungen
pr=y,
2 =0.

Sie sind alle der x-Achse parallel, liegen aber jetzt auf der Kurve v = 0.
Diese Kurve ist daher selbst Losung, und die ubrigen Integralkurven

— = + 2 beruhren dieselbe. Wir sagen in diesem Fall, die Diskri-

mmantenkurve sei singulare Losung.

3. Singulare Losungen. Wiz verstehen also unter einer singuldren Losung
eine aus lauter singulaven Linienelementen aufgebaute Losung. Nach der
Definition der Diskriminantenkurve kann eine singulare Losung nur
aus einzelnen Bogen der Diskriminantenkurve bestchen Denn dicse
ist der Ort der Punkte, welche singulare Linienelemente tragen. Aber
das erste Beispiel lehrt zugleich, daB die Diskriminantenkurve ganz
und gar nicht immer eme singulare Losung der Differentialgleichung
ist Damit dies der Fall i1st, mussen vielmehr noch besondere Zusatz-
bedingungen bestehen. Diese wollen wir jetzt herleiten. Wir mussen
ja nur feststellen, unter welchen Umstanden die Richtung der Dis-
kriminantenkurve mit der in ihren Punkten vorgeschriebenen singu-
laren Feldrichtung iiberemstimmt. Wenn dies langs eines Bogens der-
selben der Fall ist, so ist dieser Bogen singulare I.ésung Um aber die
Richtung der Diskriminantenkurve zu bestimmen, hat man ihre Glei-
chung (3) zu differenzieren. Das liefert

of , 8f dy af dp

2% ' 9y dx"'ap 2z —0-
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Da aber lings der Diskriminantenkurve

of
o = ©
ist, so erhilt man die Bedingung
aof of dy

7 T oy axr—0-

a . ..
Soll daher das 2—%;— der Diskriminantenkurve mit dem p des Feldes

dbereinstimmen, so muB3
or 4 ot
ox 2y
sein. Daher erhdlt man zur Bestimmung der singuldren Losungen die
drei Gleichungen

=0

f(xy,9) =0
(@) 55 (17 2) =0

%(x,y,z>>+§—j(x, ¥, 9)-p=0.

Wenn umgekehrt zu jedem Punkt einer Kurve ein Wert des Para-
meters p gehort, derart daB die drei Gleichungen (4) erfullt sind, so
ist sie eine singulare Losung der Differentialgleichung, falls nicht auch
noch fur alle ithre Punkte

af _
“@‘("»%P) =0

1st. Denn wenn man zur Bestimmung der Richtung die erste der drei
Gleichungen (4) differenziert, so erhalt man unter Berucksichtigung
der zweiten af

dx

Daher ist nach der dritten

af ;o
+5y V=0

oFf ;. s
oy ¥

—p)=0.

Hieraus ergibt sich wegen der auf % bezuglichen Bedingung

v =2,
so daB fur das vy’ der durch (4) erklarten Kurve wegen der ersten Glei-
chung (4) f(x,y, ') =0 gilt. Sie 1st also eine Losung, und zwar eine
singuldre, wegen des Bestehens der zweiten der drei Gleichungen Die
drei Gleichungen (4) zusammen mit % (%, v, ?) &= 0 legen daher die
singularen L&sungen fest.

4. Diskriminantenkurve und singuldre Ldsung. Man sieht aus den
vielen fiir eine singulire Losung notwendigen Bedingungen, daB im
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allgemeinen die Diskriminantenkurve niché singulare Loésung sein wird.
Sie wird vielmehr im allgemeinen Ort derjenigen Stellen sein, durch
die zwel einander beriihrende Integralkurven gehen (vgl. das erste
Beispiel). Ubrigens kann sehr wohl auch die Diskviminantenkurve Losung
sein, ohne aus singularen Linienelementen zu bestehen. Sie kann mit an-
deren Worten auch nichtsinguldre Lésung sein. So ist es z. B bei

@2—2x+y) (y —1) =0.
Fiir die singuldren Elemente mul3

(p*—x+9) (p—1) =0
2p(p—1) +p?—x+y=0

sein Elimination von ¢ liefert als Diskriminantenkurve
(x—y) ¥y —=2x+1) =0.

Auf x = v sind p = 0 die singularen Richtungen. Auf y = x — 1 sind

¢ = 1 die singularen Richtungen; y = x 1st also Loésung, ohne singulare

Losung zu sein. Das kommt dadurch zustande, daB ein anderer Zweig,

der durch f(x, y, ) = 0 definierten Funktion p = F (x, ¥) langs der

Diskriminantenkurve deren Richtungen liefert.

und

5. Singulidre Losungen und Enveloppen. Nach diesen Darlegungen
ist es klar, daB eine jede Enveloppe einer Schar von Integralkurven,
d. h. eme jede Kurve, die in jedem 1hrer Punkte von einer Integralkurve
beruhrt wird, eine singulare Ldsung 1st, 1m Sinne der vorhin aufgestell-
ten Definition Denn da durch jedes ihrer Linienelemente zweci ver-
schiedene Integralkurven gehen, muB3 der vorhin erwihnte Satz uber
implizite Funktionen in seiner Anwendung auf die Linieneclemente der
Enveloppe versagen®. Solche Linienelemente nannten wir aber singular.
Die Enveloppe besteht also nur aus singularen Elementen

Man darf aber nicht umgekehrt schlieBen wollen, daB alle singu-
laren Losungen als Enveloppen einer Schar von Integralkurven auf-
gefaBt werden konnen. Es 1st also nicht immer der Fall, daB3 die sin-
gulare Losung mn ihren Punkten von anderen Integralkurven berihrt
wird.

6. Beispiele. Einige Beispiele sollen die Verhaltnisse klarstellen. Ich
betrachte die Tangenten der kubischen Parabel

y = x3.

1]
1 Es sollen nur solche Linienelemente betrachtet werden, fur die 5}—{7 existiert

Ebenso mag die Moglichkeit beiseite bleiben, dal man zwar in der Umgebung
des betreffenden Linienelementes die Gleichung f(x, ¥, ¥°) == 0 nach ¢’ auf-
losen kann, daB aber fur die aufgeloste Gleichung 3y’ = f(», ¥) die LipscHITz-
Bedingung nicht erfullt ist. Auch so konnte es ja kommen, daB mehrere Losungen
durch das Linienelement gehen
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Sie geniigen der Gleichung
() 27(y — 5" x)* = 4y'2.

Wenn man die singularen Integrale derselben sucht, so hat man noch
die beiden Gleichungen

(6) 54(y —y'x)x + 1292 =
(7 —54(y—y' %)y 4954y —y'x)=0

aufzustellen. Da (7) identisch erfiillt ist, so hat man zur Auffindung

der singuliren Losungen nur 3’ aus (5) und (8) zu eliminieren. Das
fiihrt auf

108-4y'3x2 — 144 9y'¢ =
Daher ist entweder

[g—
oder
y' = 3 x2.
Die erste Moglichkeit fuhrt zu der singularen Lésung
=0,
die zweite zur Parabel
y = x3.

Wahrend diese als Enveloppe der die Gleichung befriedigenden Ge-
radenschar aufzufassen ist, gibt es kemnerlei Integralkurven, die die
Gerade y = 0 in ihren einzelnen Punkten beruhrten. Sie ist keine
Enveloppe. Trotzdem besteht sie aus singuldren Linienelementen. Diese
Erscheinung tritt stets bei den Wendetangenten der Leitkurve einer
Differentialgleichung auf, deren Losungen durch die Tangenten dieser
Leitkurve bestimmt sind.
Wenn namlich

n =f()

die Gleichung der Leitkurve ist, so sind

y— 1@ =7& =9

die Gleichungen ihrer Tangenten. S. 14 haben wir gelernt, wie man
die Differentialgleichung einer solchen Kurvenschar bestimmt. Sie er-
gibt sich durch Elimination von & aus den beiden Gleichungen

y—17(&) =/ (x — &
Yy =f(&)-
Zur Bestimmung der singuldren Iosungen dieser Gleichung hat

man die £-Ableitung der ersten Gleichung Null zu setzen. Das liefert
aber

77 (&) (x — &) = 0.
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Also
x—&=0

und
@& =0.
Der erste Fall liefert die Leitkurve. Der zweite Fall fuhrt zu den Wende-

tangenten, da ja die Wendepunkte durch f/(&) = 0 charakterisiert
sind. (Zu den Wendetan-

genten zahlen wir also alle
Tangenten, die in hoherer
als der ersten Ordnung die
Kurve beruhren.)

Warum gerade diese
Wendetangenten mit zu den

singularen Losungen, also
/ auch mit zu der Diskri-

/// minantenkurve gehodren,

laBt sich am vorigen Bei-
spiel der Gleichung

27(y —y'x)? =4 y’3

leicht erlautern, wenn man
beachtet, daB wvon den
Punkten des in Abb. 13
schraffierten Gebietes drei Tangenten an die Parabel gehen, von den
Punkten des nicht schraffierten Gebietes aber nur eine Beide Gebicte
werden naturgemafl durch die Diskriminantenkurve getrennt, denn
das ist deren geometrische Bedeutung

Ich betrachte noch emn zweites Beispiel, n dem dic singularen
Losungen nicht als En-
veloppen auftreten Das
15t der IFall ber der Dif-
ferentialgleichung

Y2 = y3.
IThre Losungen sind

. 4
Rt

Dazu kommt noch die
singulare Losung

Abb. 13.

Abb. 14
y =0.
Sie wird von keiner anderen Integralkurve im Endlichen beruhrt,
tritt vielmehr als gemeinsame Asymptote aller Integralkurven auf,
die sich ihr beliebig nahe anschmiegen. Diese gehen namlich aus-
einander durch Parallelverschiebung in Richtung der x-Achse hervor.
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Wenn daher eine der Kurven, z.B. y = % (Abb. 14), fiir x > 20 nur

um héchstens v§5 von y = 0 abweicht, so kann man sie so parallel
verschieben, daB eine Kurve entsteht, die schon fiir x > x, nur noch

um t§¢von y = 0 abweicht. %, kann dabei ganz beliebig gewdhlt wer-
den. Denn .

YT G 20—
ist die gewunschte Kurve.

V. Kapitel

Differentialgleichungen erster Ordnung
im komplexen Gebiet.

§ 1. Feste und bewegliche Singularititen.

1. Einteilung der Singularititen. Fur z-Werte, welche emmem Be-
reich B der komplexen z-Ebene, und fiir w-Werte, welche einem
Bereich & der komplexen w-Ebene angehoren, sei f(z, w) eme ein-
deutige, bis auf gewisse Singularitdten regulare analytische Funktion.
B, und G, seien abgeschlossene Teilbereiche von B und G. Auf diese
werden z und w weiterhin beschrankt. Uns wird hier allein der Fall
beschaftigen, daB f(z, w) fur die genannten Werte (z, w) durchweg von
rationalem Charakter 1st Wir wollen also f(z,w) als Quotient zweler in
fi(z w)

fa (2, w)
wo fi(z,w) und f,(z, w) 1m zugrunde gelegten Bereiche regular sind.
Dann stellen wir uns die Aufgabe, die Losungen der Differential-
gleichung

(1) dw fl(z' w)

dz ~ fy(z )

dem Bereiche regularer Funktionen annehmen Esself(z, w) =

in diesem Bereiche zu untersuchen. Solche Losungen sind durch ihre
Anfangsbedingungen bestimmt, und wir wissen von S 51 her fol-
gendes Wenn die Anfangswerte z,, w, so gewahlt sind, daB f(z, w)
an dieser Stelle regular ist, daB also mit anderen Worten daselbst
der Nenner nicht verschwindet, dann gibt es genau eine in der Um-
gebung von z, eindeutige regulare Funktion w(z), fur die w(z) = w0,
gilt und die der Differentialgleichung genugt Wir wissen weiter, daB3
es auch keine andere nichtanalytische dieser Bedingung genuigende
Losung gibt, 32 man kann der FuBnote! von S 32 sogar entnehmen,
daB es keine weitere der Bedingung him w (2z) = w, genugende Losung
2> 2,
gibt. Wir haben S. 52 auch eine Feststellung uber den Konvergenz-

%:—Z))I<M in |lz—2z | Za, |w—w,| =0,

kreis gemacht: Ist
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undist e M < b, soist die w (2) darstellende Potenzreihein [z — 2, | < a
konvergent.

Die wertere Aufgabe ist nun, mit Hilfe funktionentheovetvscher Me-
thoden eine solche durch ihre Anfangsbedingungen fesigelegie Losung ver-
wmittelst amalytischer Forisetzung in threm weiteren Verlauf zu verfolgen.
Wo sind z. B die Singularitaten emner solchen Ldsung zu suchen? Ich
nehme an, bei Fortsctzung langs eines bestimmten Weges kénne man
bis an eine Stelle z, aus B heran, nicht aber uber dieselbe hinaus ge-
langen. Hier sind nun zwei Falle zu unterscheiden. Ewtweder kon-
vergievt bei Anmiherung an die Stelle zy die Funkiion w(z) einem be-
stimmien Grenzwert zu oder nicht. Ich betrachte erst den zweitgenannien
Fall. Es wird sich zeigen, daB er nur dann eintritt, wenn f,(z, @) = 0
ist fiir alle w. Da namlich der Nenner f, (2, w) im abgeschlossenen Be-
reich G reguldr ist, so gibt es in G nur endlich viele Stellen w,, fur die
fa (20, w,) = O ist, falls nicht f,(2,, ) = 0 ist. Man umgcbe sie durch
Kreise vom Radius 26 und konzentrische Kreise vom Radius 4,
iiber deren Kleinheit noch zu verfiigen sein wird. Dann kann man
eine von der Kleinheit der Kreise abhdngende Zahl 2o so bestimmen,
daB fiir |z — 2, | =< 2p die Wurzeln w von f,(z, ) = 0 alle im Innern
der Kreise vom Radius § lilegen. Dann gibt es eine positive Zahl M
derart, daB fiir | z — 2, | = ¢ und fir emn jedes nicht den Kreisen vom
Radius é angehorige w stets |/f,(z, w) | > M gilt Ich nenne D, die
Menge: |z — 2z, | = 29 und w aus dem AuBeren der Kreise vom Radius 6.
Dann gibt es auch eine Zahl M, so daB in D, durchweg
f1(2, @)
fa (2, w)
ist* 'Wahlt man nun die Kreise geniigend klein, so muB3 es beliebig nahe
bei z, auf dem der Fortsetzung zugrunde gelegten Wege Stellen geben,
wo die Werte der Losung auBerhalb oder auf der Peripheric der Kreise
vom Radius 26 liegen. Denn sonst muBte gegen dic Annahme w (2)
fiir z — 2z, gegen einen Grenzwert konvergieren Nun gibt es zwei Zahlen?
0 <o =¢.0 < =6 derart,daB g, < 6, M und daBB man um jede
Stelle (21, w;) von D, einen Bereich: |z — 2z | = 0;, |w —w, | = §,
abgrenzen kann, derart, daB darin noch
f1(z w)
haww | =M
ist. Die Losung der Differentialgleichung, welche an der Stelle z, den
Wert w; annimmt, ist dann in | 2 — 2z, | =< p, regular. Da somit zu jeder
Stelle aus D, ein endlicher Konvergenzkreis gehort, dessen Radius

<M

1 Analog sei D, der Bereich: | 2 — 2z,| < ¢ und w aus dem AuBSern der Kreise
vom Radwus 2 §. D, ist emn Teilbereich von D, .

2 Sie werden mut Rucksicht auf die Rander von S; und wegen g, < §;M ein-
gefuhrt.
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stetig vom Entwicklungsmittelpunkt abhdngt, so konnen bei An-
ndherung an z, die Konvergenzradien nicht gegen Null streben. Denn
sie besitzen in D, ein positives Minimum. Somit ist tatsichlich nur
der erste der beiden aufgezdhlten Fille wirklich moglich. Wenn also
die Fortsetzung iiber 2, hinaus nicht mdoglich ist, ohne daB f,(z,, @) = 0
ist fiir alle w, so muB w(z) bei Anniherung an z, einem bestimmten
Grenzwert w, zustreben. Die Betrachtung lehrt dann auBerdem, dafB
f2 (20, o) = 0 1st. Jetzt bleibt es unentschieden, ob f,(z,, @) fiir alle w
oder nur fur einzelne w verschwindet. Nun haben wir drei Fille zu
unterscheiden:

Im ersien Falle ser f,(z,, wo) =0, aber f,(z, w) =0 fur w == w,
in der Umgebung von w,, ferner f (2, %@o) = 0. Wir nennen dann
(20, wo) eine bewegliche Singularitat. Denn der Grenzwert w,, mit dem
wir in 2z, ankommen, hiangt von dem Anfangswert der untersuchten
Losung ab. Es erweist sich dann also bei Fortsetzung lings des-
selben Weges eine andere Losung unter Umstanden in z, als nicht sin-
guldr, falls sie namlich fir z— 2, einen von w, verschiedenen Grenz-
wert hat. Im zweiten Falle sei f,(2,, w) = 0 fiir alle w. Dann sagen wir,
es liege an der Stelle z, eine feste Singularitat vor. Denn nun wird fur
jede Losung bei Anniherung an z, der Nenner f,(z, w) Null. Hier werde
nicht besonders unterschieden, ob f,(z,, w) fir kein w oder fur einzelne
w verschwindet. Ein Fall, in dem f, (%5, w) und f,(z,, @) identisch in =
verschwinden, verdient keine Beachtung, weil er durch Wegheben
einer Potenz von 2z — z, aus Zahler und Nenner beseitigt werden kann.
Der dritte noch zu unterscheidende Fall ist der, daB auBer f, (zo,wo) =0
auch f, (2o, wo) = 0 ist. Wieder sei f,(2zo, w) =0 fur w = @, in einer
gewissen Umgebung von w,. Wir nennen solche Stellen (z,, w,) sin-
gulare Stellen dritter Art

Der erste der eben aufgezahlten Falle werde naher betrachtet In
diesem Falle, wo zwar f,(z,, @) = 0 1ist, in der Umgebung von w,
aber f, (29, w) nicht weiter verschwindet, und wo f;(z,, wo) = O ist, ist
in der Differentialgleichung

dz fs (2, w)

(2) dw ™ fi(zw)’

welcher die Umkehrungsfunktion genugt, die rechte Seite in der Um-
gebung von z,, w, regular. Die rechte Seite verschwindet zwar fur
2y, Wy, aber sie verschwindet nicht fur z, und beliebiges w Daher
kommen 1n der Entwicklung der rechten Seite Glieder vor, die von
z — z, unabhangig sind. Dann 1dft sich diejenige Liosung, welche fir
w = w, den Wert z, besitzt, in eine um w = w, konvergente Potenzreihe
entwickeln:

(3) Z2=12y+ Cppy1(@—wo)™*tt + - - -,

wo m eine passende positive ganze Zahl ist.
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Denn sei
d
4) 7%= an @ —w)™ By (@ — o) + (¢ — 20) By (2 — 20,0 — ),
wo PB; und P, Potenzreihen bedeuten, die in der Umgebung von w = w,
bzw. z = 2y, w = w, konvergieren, und wo a, 4= 0, $;(0) =0 sei
Dann mache man nach S 53 den Ansatz

F= gt (@ —wo) - - -

Dann ist
1 rd*z
ck - 73-? (dwk>(-w=wo).
Man sieht aber aus (4) sofort, daB daher ¢y =c¢y;=...=¢, =0,
Cma1 &= O ist.

Die Umkehrung der Reihe (3) lehrt, daB w in der Umgebung von z,
1

nach Potenzen von (z — zo)m entwickelt werden kann Es liegt also
fur die Losung ein m -+ 1-blattriger algebraischer Verzweigungspunki vor.
Daf3 dieser Verzweigungspunkt auftrat, ist aber durchaus dadurch be-
dingt, daB wir gerade die Losung betrachteten, die fir z — 2, gegen w,
strebte. Denn verlangen wir diejenige Losung wvon (4), welche fur
w = w, den Wert 2z, annimmt, so finden wir fur dieselbe eine Reihe

z2=2y+ oy (W —wy) + - - -,

in der jetzt der Koeffizient o; der ersten Potenz nicht verschwindet,
falls nur w, hinreichend nahe ber w, liegt, namlich so nahe, daf3

fa(25,2;) =0

ist. Dann wird aber
1
w——w1+—“1(z——zo)+ ..

in der Umgebung von z, regular So erklart sich dic nicht ganz treffende
Bezeichnung ,,bewegliche’ oder auch ,,verschicbbare’ Singularitat

Alle beweglichen Singularitaten sind algebraische Verzweigungs-
punkte.

Im zweiten der drei Falle, wo f,(z,, w) = O 1st fur alle w, wurde
die gleiche Uberlegung nur zu der Losung z = z, fuhren, mit der wir
fur unseren Zweck weiter nichts anfangen konnen Bei Annaherung
an eine derartige Singularitat zweiter Art kann nun tatsachlich die
Losung w(z) unbestimmt werden. So sind ja z B die Losungen von

aw w
Tz 22

adz z
1

durch w = Ce 2 gegeben. Sie werden fur C == 0 bei1 Annaherung an
z = 0 langs def imaginaren Achse tatsachlich unbestimmt, d.h. sie
streben keinem Grenzwert zu Hier sprechen wir von einer festen Sin-
gularitit.
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Eine groB8e Menge von Untersuchungen befaBt sich damit, bei
gegebener Differentialgleichung die Natur der Losungen in der Nihe
einer solchen festen singuliren Stelle z, zu untersuchen. BrioT und
BouQueT haben die Untersuchungen begonnen, PICARD, POINCARE,
Durac, BENDIXSON, HORN und neuerdings MALMQUIST haben sie ge-
fordert. Ich verweise wegen alles Weiteren auf eine Arbeit von MALM-
QUIST im Arkiv f6r matematik, astronomi och fysik, Bd. 15, wo auch die
Literatur erwahnt ist. Hier sei nur so viel gesagt: Den Ausgangspunkt
der Untersuchung bildet immer ein Zweig der Losung, welcher einem
bestimmten Grenzwert w, zustrebt, wenn sich z auf einem passenden
Wege der singuldren Stelle. nahert. Dieser Wert w, erfiillt aber dann
immer mit z, zusammen f,(2,, 22¢) = 0. Dies folgt sofort aus der schon
mehrfach angestellten Uberlegung, welche an (2) ankniupft. Diese
Gleichung wdre ja sonst in der Umgebung von z,, w, regulir. Aber
ihre einzige Losung, welche fiir w— w, gegen z, strebt, ist z =z,, das
aber nicht Umkehrung der jetzt zu betrachtenden Lésung sein kann.
Hier reihen sich die singuldren Stellen der dritfen Art an, welche wir
im reellen Gebiet schon ausfithrlich untersucht haben.

Wir haben bei diesen Betrachtungen endliche 2z, und w, angenommen.
Aber man weiB aus der Funktionentheorie, wie man durch die Sub-

stitutionen -%— = 3 oder —w]f—- = v dem Unendlichfernen beikommt.

2. Differentialgleichungen mit lauter festen Singularititen. In diesem
Paragraphen mochte ich nur noch die Frage behandeln, 0b es Differen-
tialgleichungen mit lauter festen singuldren Siellen gibt, und wodurch
diese, von beweglhichen Vervzweigungspunkien ihver Losungen freiem, Dif-
ferentialgleichungen charaktevisiert sind. Wir beschranken uns dabei von
vornherein auf Differentialgleichungen (1), in welchen die rechie Seite
rational ist. Zahler und Nenner sollen ganze rationale teilerfremde
Funktionen sein. Die festen singularen Stellen sind diejenigen Stellen
2y, fur welche der Nenner fiir alle w verschwindet. Dazu kommt even-

1 .
tuell noch der unendlich ferne Punkt, wenn der Ubergang zu z = ) die
Stelle 3 = 0 zu den festen Singularitaten uberfuhrt Die Substitution
z = —;— aber fithrt die Differentialgleichung (1) in

(3) e E

iber. Und hier kann man alle gewunschten Feststellungen leicht ma-
chen. AuBerhalb dieser festen Singularititen besitzt ein jedes Integral
nach unseren Uberlegungen allenfalls noch Pole.
Soll nun eine Differentialgleichung (1) der angegebenen Art nur
feste Singularititen nichtrationalen Charakters besitzen, so mufl der
BigsereacH, Differentialgleichungen. 3 Aufl. 9
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Nenner der rechten Seite fiir jedes z,, fiir das er iberhaupt verschwindet,
identisch in w verschwinden. Er ist daher ein Produkt einer Funktion von
z allein und einer Funktion von w allein. Beide Faktoren sind Polynome.
Richtet man die Aufmerksamkeit auf diejenigen z, fiir die der erste
Faktor nicht verschwindet, so erkennt man, daB im Nenner das w
gar mnicht vorkommt. Die Differentialgleichung muf3 daher von der

Form
dw

- = ¢z w)
sein, wo ¢ (2, w) ein Polynom in w ist mit Koeffizienten, die rational
von z abhangen. Damit sind bewegliche Singularititen ausgeschlossen,
in welchen w endlich bleibt. Nun miissen noch diejenigen ausgeschlossen
werden, in welchen w unendlich wird. Daher mache ich die Substitution

w = . Damit geht die Differentialgleichung (1) in

4) e (s )
uber. Nun muf3 wieder der Nenner von v unabhangig sein (nachdem
man etwaige gemeinsame Faktoren von Zahler und Nenner entfernt
hat). Daher kann ¢(z, w) in w hochstens vom zweiten Grade sein.
Damit haben wir den Satz-

Die einzigen rationalen Differentialgleichungen, deven Losungen Reine
beweglichen algebraischen Verzweigungspunkie besitzen, sind die vom
Riccatischen T ypus

(5) 28 — Aol2) + 4y (1) w + Ay (2) w2

3. Bemerkung. Auch fur die allgemeineren Differentialgleichungen
Hx v, 9) =0,
wo f(#, ¥, »’) ein Polynom 1n x, ¥, ¥” 1st, wurde durch FucHs und PoINCARE das
Problem gelost, alle Differentialgleichungen mit nur festen Verzweigungspunkten
zu bestimmen. Das Ergebnis i1st dieses Das allgememne Integral 1st entweder
eine algebraische Funktion, oder aber man kann die Differentialgleichung durch

eine algebraische Substitution entweder auf eine Riccarische oder aufl die Diffe-
rentialgleichung

v =g (x) YA —»?) (1 — %%»?)
transformieren
4. Analogon des Picarpschen Satzes. Aus unseren bisherigen Er-
gebnissen ergibt sich leicht exn dem PicarDschen Satz fur ganze transzen-
dente Funktionen entsprechender Satz fur die L&sungen unserer Dif-
ferentialgleichungen Er lautet: In der Diffeventialgleichung

sei die vechte Seite eime rvationale Funktion w(z) sei ein Integral der-
selben, welches eine umendlich vieldeutige Umkehrungsfunktion z(w) be-
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sitzt. Dann gibt es nuy endlich viele Ausnahmewerte W, fiir welche die
Gleichung w(z) = W nur endlich viele Losungen besitzt.
Zum Bewerse betrachtet man die Differentialgleichung

dz 1

dw f(z,w)’
welcher die Umkehrungsfunktion unseres Integrals genigt. Feste Sin-
gularitaten und Singularitaten dritter Art derselben sind nur in end-
licher Zahl vorhanden. Wir betrachten eine Stelle W, welche nicht
zu diesen Singularititen gehort. An dieser Stelle nimmt die Funk-
tion z(w) Werte an, unter denen, wie ich zeigen will, unendlich viele
verschiedene vorkommen. Es ist n#mlich jeder Zweig unserer Funk-
tion an der Stelle W von algebraischem Charakter. Ein jeder Zweig
aber ist durch seinen bei W angenommenen Wert festgelegt. Da aber
die Funktion nach Voraussetzung unendlich vieldeutig ist, und da
jeder ihrer Zweige auf jedem, die angegebenen Singularititen vermei-
denden Weg bis nach W fortgesetzt werden kann, nimmt die Funk-
tion z(w) an der Stelle W unendlich viele verschiedene Werte an. Darin
liegt der Beweis unseres Satzes.

5. Endlich vieldeutige Integrale. Der Satz in 2. legt die Frage nach
den endlich vieldeutigen Integralen der Differentialgleichung (1) nahe.
Es wurde schon bewiesen, daB8 die einzigen rationalen Differentialglei-
chungen ohne verschiebbare algebraische Verzweigungen die RICCATI-
schen sind. Daher sind jedenfalls auch die Differentialgleichungen,
welche nur eindeutige Integrale besitzen, bei welchen also uberhaupt
keine, also auch keine verschiebbaren Verzwelgungen vorkommen,
unter den RiccaTischen zu suchen. Die Bedingungen dafir, daB emne
Riccatische Gleichung nur emdeutige Integrale besitzt, sind noch un-
bekannt!. Fir andere Differentialgleichungen hat aber MALMQUIST den
folgenden schonen Satz bewiesen?.

Wenn die ratronale Differentialgleichung ‘—i—? = f(z, w) keine RICCATI-

sche ist, so ist gedes eimdeutrge Integral derselben ewne vationale Funktion

MarmQuisT hat in der gleichen Arbeit einen analogen Satz uber
rationale Differentialgleichungen mit endlich wvieldeutigen Integralen
bewiesen Er ist auch damit uber den Inhalt der Vermutungen und
Beweisversuche PAINLEVEs, dem man die Fragestellung verdankt,
hinausgegangen. Dieser weitergehende Satz lautet:

Wenn ewme rationale Differentialgleichung %zs = f(z, w) ein endlich
vieldeutrges Integral besitzt, so ist dasselbe entweder eine algebraische

1 Der auf S. 156 gegebenen Darstellung ihrer Koeffizienten durch drei Inte-
grale von (1) S.25 kann man eine Antwort auf diese Frage entnehmen, die aber
nicht voll befriedigt.

2 Acta mathematica Bd 36

9%
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Funktion, oder aber man kanwn die Differemtialgleichung durch eine Sub-
stitution der Form
_ W - w2 4 .- o,
® = ot et + - F Pa

in eine RIcCATIsche Gleichung
imw
az
siberfiihven. In dieser sowohl wie in dev Substitution sind dabei alle Koeffi-
zienten rationale Funktionen von z.
Wegen der Beweise dieser Sitze sei auf die Originalarbeit von
MALMQUIST verwiesen.

8. Ein Satz von Hermite. Von HERMITE riihrt der folgende Satz her,
den er in seinem Cours d’analyse angibt und fiir den auch in PICARDS
Traité d’analyse ein Beweis zu finden ist (Bd. 3, S. 62). Wenn f(z,, 2,)
ein Polynom ist, so ist das allgemeine Integral der Gleichung f (w, @') =0
nur dann eindeutig, wenn die algebraische Kurve f(zy, 2,) = 0 vom Ge-
schlecht O oder 1 ist.

za0+a1m+azm2

§ 2. Die Differentialgleichungen %‘—:—= f:igzi?si(é'ﬁ))

in der Umgebung von z=w=0.

Wir wollen wie im reellen Gebiet auf S. 98 annehmen, daB die Po-
tenzrethen ; und B, in einer gewissen Umgebung von z =w =0
fur alle komplexen z und w konvergieren, und keine Glieder von niedri-
gerer als der zweiten Ordnung enthalten. Wir wollen das Verhalten der
Integrale in der Nahe von z = w =0 im komplexen Gebiet unter-
suchen und so in dieser Richtung unsere im reellen Gebiet gewonnenen
Ergebnisse erweitern. Wir beschrdnken uns dabei — weiter reichen
die zu entwickelnden Methoden noch nicht — auf den Fall, wo man
durch eine lineare Transformation der z und w erreichen kann, daB
C = B =0 ist. Wir nehmen ferner statt der Differentialgleichung der
Uberschrift wieder das System

d
1) ’Ext—l = Ay %1 + B (%1, %) = Py(%3, %,), A0
%Ztg = 12 X2 + S'Bz(xl’ xZ) = P2(x1x2): 2'2 =+_- 0

vor Die von POINCARE erdachte, von LINDELOF verallgemeinerte Me-
thode beruht darauf, daB man die Schar der L&sungskurven in der
Form

(2) % (x,, %,) = const



_c_l_zg_Cz+Dw+ﬂ32(z, w)
Die Diff -Gleich. d:  AifBwr B, (2, )

geschrieben denkt. Dann ist # eine L&sung der linearen partiellen Dif-
ferentialgleichung

(3) Plax +P28x =0

in der Umgebungvonz=—=w=0. 133

und umgekehrt liefert jede (3) geniigende Funktion % vermodge (2)
Loésungskurven von (1). Es handelt sich also darum, diejenigen Inte-
grale % von (3) zu untersuchen, welche im Ursprung verschwinden.
Die Untersuchung soll fiir den Fall geleistet werden, daB A4; und 4, bei
ihrer Deutung als Punkte in der komplexen A-Ebene beide auf derselben
Seite (nicht auf) einer passend gewdihlien Geraden duvch den Ursprung
der A-Ebene liegen. Die Voraussetzung ist durch die anzuwendende
Methode bedingt. Der Grundgedanke ist dieser. Man betrachtet an Stelle
von (3) zunichst die beiden anderen Differentialgleichungen

6141

(4-') 169\7 +P2 _z']_u]:

auz 3u2

+ p, Fres Ao Uy .

(5)

Hat man dann ein Integral %, von (4) und ein Integral u, von (5) ge-
funden, so ist

(6) "=

ein Integral von (3).
Denn multipliziert man (4) mit

1 -
n
so sieht man, daf3
L
U, = us
der Differentialgleichung
U oU
(7) 16).'1 + Py dt‘: =U,
genigt Ebenso findet man fur
L
U, = ul:
aU, aUs _
® P50 P S =,

Multipliziert man dann (7) mit U, und (8) mit U, und subtrahiert
man beides voneinander, so sieht man, daB fur (6) die Gleichung (3)
gilt.

Wir schreiten zur Durchfuhrung des Ansatzes. Wir suchen Inte-
grale von (4) und (5) nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten
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zu bestimmen. Setzen wir also z. B. in (4) an

(9) wm=n+ 5 Conwpa,
so erhalt man -
(10) Ay 2y 52 au1 —I— Ay Xg —— a — AU, = 2 R, 0, X% 220 .
Hier ist S
= e ou
(10" ) +2'=§ vy = Pigyt + Bagt,

wo das #, von (9) einzusetzen ist.

Hier bedeuten die R, ,, ganze rationale Funktionen derjenigen
Crs up» Tdr die py -+ pp < vy + v, ist, und der Koeffizienten von %, und
PB,. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten lehrt also, wenn man
auch auf der linken Seite von (10) das (9) eintragt

(11) (A vy + Apvy — 1) Cowy = Ry, (vs + v g 2).
Hieraus kann man rekurrent die C, ,, bestimmen, wofern niemals
llvl + 22'»2‘—21 = 0

wird. In diesem Falle wird die Bestimmung unmaoglich, weil die rechte
Seite R, ,, ja nicht gleichzeitig zu verschwinden braucht. Wir wollen
daher nach LiNDELOF statt (4) die Differentialgleichung

du,y

(12) Plax+P28 =A% + @
betrachten, wo
Q=3 QuaxPxy
Y1+ vy =2

eine noch passend zu bestimmende Funktion bedeutet. Machen wir
in (12) wieder den Ansatz (9), so erhalten wir statt (10)
) ) S
(13) )'1 x]_ ul + 2'2 2 au }‘1 ul = Z (R‘Vl Y3 + ¢"‘1"‘a) le x:’
vy vy =2
und statt (11) kommt
(14) (;‘1 Y1 + 2'2 Vo — Al) C'Vl vy = R'Vl Vg + Py, (’)}1 + Vo g 2)'
Nunmehr kann man stets dann, wenn
vy + Apvy— A4, =0
wird,
(pVx‘Vz = - R"x Vs
setzen und so erreichen, daB man (14) erfullen kann. C, ,, freilich
bleibt willkirlich. Wir wollen dann stets C,,,, = O setzen.

Bevor wir die Konvergenz der so zu findenden Reihen untersuchen,
wollen wir uns die so zu erreichenden Ergebnisse etwas naher ver-
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Die Diff -Gleich 5 = tDwA+F, (2, ») inder Umgebungvonz=w=0. 135

z A z2+ B w + By (2, w)
gegenwartigen. Da 4, und A, nach Voraussetzung dem Inneren einer
Halbebene angehéren, deren Rand durch den Ursprung geht, so kann
es keine Relation

P12+ P22 =0
geben_, in der p, und p, beide nichtnegativ sind Besteht also eine
Relation v 4; + v34; —4; =0, in der », und v, nichtnegativ sind und
v + vy = 2 ist, so muB », = O sein. Dann ist also

(15) Ay =y 2y (ve = 2)
und man sieht, daB es nicht mehr als eine einzige Relation
il + Vel — 2y =0

gibt und daB diese die Form (15) hat.

Stellen wir die gleichen Betrachtungen ber (5) an, so werden wir
auf Relationen

Mavi+ Ay =1, (v 4+ v2 = 2)

gefuhrt und sehen, daB es nicht mehr als eine geben kann und daB diese
dann notwendig von der Form

(16) Ay = 1 Ay (71 ; 2)

ist Vergleicht man (15) und (16), so sieht man, daB man hdchstens bei
einer der beiden Gleichungen (4) oder (5) auf emne Relation (15) oder
(16) stoBen kann Nehmen wir an, bei (12) kime keine solche Relation
vor, so konnen wir hier ¢ = 0 nehmen und erhalten durch unsere
Uberlegung — sowie die Konvergenz bewiesen ist — eine Losung u,
von (4). StoBen wir auch bei (5) auf kemne Relation, so konnen wir auch
dort ¢ = 0 nehmen und finden ein Integral von (5), kommt aber eine
Relation (16) vor, so konnen wir

p = Kuy
nehmen und dann K so bestimmen, da3 die zu (14) analogen Gleichungen
(Z’l 1 + 22 Yy — }’2) C“‘x vy = R’Vx"’.' + Py,
stets losbar sind. Dazu genugt es, wenn
(17) Ay =ply (¢ = 2 ganzzahlig)

die Relation ist,
© e Ruo+K=0

zu nehmen, also ¢ = — R oWy zu setzen.

In dem Falle, wo eine Relation (17) besteht, ist #, = #4 eine Losung
von (5), wenn #, eine Losung von (4) ist. Man setze nur %, in (4) ein
und multipliziere mit #4~1.

Aus
ouk
97,

o uff
R
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und
Auy

EEmE

ou
P, 5—5 + P,
aber folgt, daB
(18) W= ul — u,
der Gleichung (8) geniigt. In dem Falle, wo man weder bei (4) noch bei
(5) auf eine Relation st6Bt, ist

s
ué’*

[

(19) w = —r
ui‘

eine Lésung von (8). Daher werden die Ldsungen von (1) entweder

durch

e 2
it — Cuh =0
oder durch
ult — Uy = C
in einer geniigend kleinen Umgebung von x,; = x, = 0 dargestellt.
Alles kommt also nun schlieBlich auf den Nachweis an, daBl die
Reihen, auf die wir gefithrt wurden, in einer gewissen Umgebung von
x, = %, = 0 gleichmdBig konvergieren.
Ich gebe zundchst noch einmal den zu beweisenden Konvergenz-
satz an.
Es werden Zahlen C, ,, rekurrent aus den Gleichungen

(20) ()'1 (41 + ;"2 Vg — J'7«:) cvl »y T Rw;‘ﬂs + P, v, (’Vl + Vo 2 2)

bestimmt. Dabei sind die R, ,, bekannte ganze rationale Funktionen
der C, ., und py + py <, +v, und Yo, ,, 27" x3* ist eine in der
Umgebung von x; = x, =0 gleichmaBig konvergente Reihe, uber
deren Bestimmung vorhin das Nahere gesagt wurde % ist 1 oder 2.
Es gibt eine oder keine Wahl der »,, #,, so da

}.1111 + 2.2‘1)2 -_ 2‘76 =0
ist. Wird das aber Null, so wird auch die rechte Seite von (20) Null
und wir setzen C = 0 Zu zeigen 1st, daBB

V1 Vg

©
xk + 2 C"’l”a x’{’xz‘
vy v =2

in der Umgebung von x; = x, = 0 gleichmaBig konvergiert.
Besteht keine Relation

1)1;»1 + vzlz - Zk = O,
so gibt es eine Zahl £ > 0, so daB

Vit + ady — A
(21) Yy + vy —1

>e>0
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fiir », + v, = 2. Schreibt man nimlich diesen Ausdruck in der Form
Mvi vl A

Y1+ Va v+ 7

1— 1
v+ v
so sieht man, daB der Punkt « der komplexen Ebene fiir wachsende
v; -+ ¥, sich unbegrenzt einem Punkt der Strecke n#hert, die A; mit A,
verbindet, und die also der eingangs genannten Halbebene angehort.
Da aber der Zahler nie verschwindet, so folgt daraus die Existenz von ¢.
Besteht aber eine Relation
7’1].1 + "’222 —_— /‘lk = O,

bei der v, + v, = u ist, so gilt (21) fuir alle »; + v, > pu.

Zum Konvergenzbeweis bedienen wir uns der sogenannten Ma-
jorantenmethode, indem wir die C, , mit gewissen Zahlen Cj ,.
vergleichen, die wir jetzt erklaren wollen. Wir betrachten die Funk-
tionen Py und Pj, die aus P1 und P, dadurch hervorgehen, dai man
]eden Koefﬁmenten durch seinen absoluten Betrag ersetzt. Die R;,,,
seien aus den Cj ,, und den Koeffizienten der Pf¥ und P} ebenso
gebildet, wie R, ,, aus den C, ,, und den Koefﬁzienten der P; und
P,. Fur v, 4+ v, = pu setze man

C—;t Va = | C"’l Y2 ]
und fur »; 4+ v, > u bestimme man die C;,, rekurrent aus
(22) 6(’”1 + Vo — 1) c"‘x"z = R:’ex”g + l Prive ]'

Dann ist
Cliv. Z | Conal -

Wir betrachten dann die Reihe
F* = x, + Z’ Cm,x‘?x;”.

vy + vy =
setzen BF, P fur die Potenzreihen mit Koeffizienten, die absolute
Betrage der Koeffizienten von 9B, und P, sind, und haben dann analog
zu (107) die formal richtige Gleichung
OF*
(23) taa + s;e* 2 RE,, x%x%.
¥+ v. =2
Formal richtig, d. h. die Koeffizienten gleicher x}:x}: auf beiden Seiten
stimmen uberemn Die Relation (22) ist die Grundlage der Konvergenz-
betrachtungen. Es mogen P; und B, sowie @ fir | %, [=Z 7, |2 | = 7
absolut konvergieren Dann sei 0 = ¢ = r eine reelle Variable Ich
schreibe
F = xk + 2 C‘v,v, x:"x;“,

Vit ve=2
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setze darin %, = x, = ¢ und untersuche

* *
¥, —F% =g+l 3 Ck,, .
yit+ra=g+1

Wegen (22) ist fur ¢ > p und »; 47, =0 -+ 1
Qezc«z—yg ZRv,w,’{"ZI(pv;vgl (111+'1’2=Q+1).
Nach (23) aber ist! fur positive %, %,

QF* OF¥ OF ¥
> R, wpep =B+ Br5L] = (B + 8L
vi+rvg=po-+1 e+1
< OF¥ ar*
= 1 ax -

Also wird insbesondere fur %, = %, =7
OF¥ OF§
* e S e
re_ii.l"l"yg;‘("f‘uv’ - {:%1 axl + $2 axﬂ ]x:=xn=7.
Nun sei fur %, = x, =7
| B <M, [P | < M, F3 =M,

Dann findet man durch Differenzieren, weil alle Koeffizienten von FZ;
positiv sind

OF¥ Q‘{@

rl P - (=1, 2).
Dann ist
7 *® 2M-My- o
2‘, vav, < '}'e-{'—l_—.y -

. i Fvy=p0-+1
Daher wird

2 C"t"s 2MMe + Q)_‘“‘ »

Le+1 e+1
vitre =041 rev 4 es&

wenn unter P eine geeignete positive Zahl verstanden wird.
So wird

v

+1
0= Fgy1—F; <<t>e M, we,
o 2™ @
e g Moe
gesetzt ist und 0 < ¢ < # 1st. Fur ¢ = » folgt
MQ+1<M&,(1+COQ).

Weiter wird

+ 2
0= Fove —For1 < ( )e Mot10p 41 < @woaa(l + wQ)Me(':")

Fur ¢ = » wird

o -+2

Mor2 < (14 @) (1 + w11) M,.

1 [fle,, bedeutet die Glieder (@ + 1)-ter Ordnung von f.
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Allgemein wird

O Foqrq1—Foia< (%)Q+k+lwe+k+1(1 + o) ... (14 )
Me+2+1 <A+ @)L+ @or1) ... (1+ @orrsr)M,.
Also sind fir x; = x, = ¢ die Glieder der Reihe
Fe + Fg+1—F7) ...
kleiner als die Glieder der Reihe

M(14+0,(5) "+ @+ o)wer (L)) 0=<7).

2
Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder ist

Wo+k+1 2
14+ o —Li =
(1 + @, + %) wet+r 7

Fur £ — oo aber konvergiert w, , ; gegen —2;% Daher konvergiert unsere
Rethe, sobald

X

t<—-————1 >
+t e

ist. Die Reihe
e+ X G X723
Yyt =2
konvergiert also absolut und gleichmaBig, solange

v v
| #2] < —57 i"2\<1—2‘ﬁ

v e v e

bleiben

Man kann diese Betrachtungen auch auf Systeme ausdehnen. Man
vgl. dazu LINDELOF! Wir haben uns im vorstehenden im wesentlichen
an diese Arbeit angeschlossen

1 Sur la forme des intégrales des équations differentielles au voisinage des
points singuliers Acta soc Sc Fenn Bd 22 1897.



Zweiter Abschnitt.

Gewodhnliche Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

I. Kapitel.
Die Existenz der L.6sungen.

§ 1. Die Methode der sukzessiven Approximationen.
Schon S.86 wurde gezeigt, wie man die Differentialgleichung

1) Yy =19
als System schreiben kann. Setzt man 3’ =2z, so ist (1) aquivalent
mit dem System
5 y =z,
(2) 2 =f(x,v,2).
Der S. 34/35 angefuhrte Existenzsatz liefert dann in Anwendung
auf (2) folgenden Existenzsatz fur (1)

In einem Beveich B- | x — 25| < @, |y —¥o| < b, |2— 5| < ¢ sez
f(x, v, 2) eine stetige Funktion. Es gebe ein M, so dafl wn B

(3) (7 (%, y1,2) —F (%, 50,280 | < M { |3 — va| + (21 — 2,) }
Ferner seil in B
(4) |7 (%, v,2)| < M,b>aM.

Dann gibt es genau eine samt ihver erstem Ableitung in | x — x4 | < a
stetige Funktion y (x), fir die

) ¥ (%0) = Yo, ¥ (%) = Yo

zSt.

Man kann geometrisch den Sachverhalt auch so aussprechen FEin
gewisser Bereich der x-y-Ebene ist vorgelegt; jedem Punkt sind ge-
wisse zuldssige Tangenten zugeordnet. Das Wertetripel «x, y, 3’, wo
%,y einem Bereichpunkt, 3’ einer zuldssigen Tangente in diesem

1 Die Annabme (3) entfallt wieder, wenn B so erklart ist: [ —a,| < a, ¥
und 2z beliebig Dies tnfft also z B fur alle linearen Differentialgleichungen
zwelter Ordnung zu
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Punkt .zugehéren, werde als Koordinatentripel eines Punktes des drei-
dimensionalen Bereiches aufgefaBt. Diese Punkte machen einen Be-

reich aus, in gem fa(x, ¥, y") eindeutig und stetig erklart ist und stetige
Ableitungen a—; > 3-9—,]-‘,— besitzt. Dann geht durch jeden Bereichpunkt der
x-y-Ebene in jeder zuldssigen Richtung genau eine Losung.

Auch die friiher bewiesenen Satze uber die stetige Abhingigkeit
der Losungen von den Anfangsbedingungen und vom Parameter lassen
sich ohne weiteres iibertragen.

§ 2. Geometrische Veranschaulichung.

Ahnlich wie Differentialgleichungen erster Ordnung kann man
auch Differentialgleichungen zweiter Ordnung geometrisch veranschau-
lichen. Jeder Gleichung zweiter Ordnung entspricht ein Krémmungs-
feld. Denn die Gleichung ordnet jedem Linienelement %, v,5” den
Wert f(x, y, y’) fur die zweite Ableitung ¥’ zu. Dadurch ist aber der
Krimmungskreis der Integralkurve bestimmt. Die Differentialgeometrie
lehrt ja, daB

T,
Yy = ———97,,—‘~*"
14972
sz_‘ y//y ¢
1+ 92
77=y+—yu

den Krummungsradius und den Krummungsmittelpunkt festlegen. Man
kann sich hiernach ndherungsweise die Konstruktion einer Integralkurve
so denken: Man fixiere zundchst das Anfangselement, also Anfangs-
punkt und Anfangsrichtung. Alsdann bestimme man den zugehorigen
Kriimmungskreis und gehe auf demselben ein Stiick weiter. Man halte
an und bestimme zu der letzten Kreisrichtung den neuen zugehorigen
Krummungskreis und gehe auf diesem ein Stuck weiter usw.

Man hat also nun nicht mehr nur eine Anfangsbedingung notig, um
eme Losung festzulegen, sondern deren zwei. Es genugt nicht, den
Anfangspunkt zu kennen, es mu3 auch die Anfangsrichtung in diesem
Punkt gegeben sein, um die Ldsung festzulegen. Die Losungen bilden
also emne zwelparametrige Schar von Kurven Als Parameter konnen
die zu einer bestimmten Abszisse x gehorigen Ordinaten und ersten
Ableitungen angesehen werden.

Man uberzeugt sich leicht, daB auch umgekehrt jede zweipara-
metrige Kurvenschar unter den notigen Differenzierbarkeitsbedingungen
als Losungsschar einer Differentialgleichung 2. Ordnung aufgefaBt wer-
den kann. Denn aus der Schargleichung

@(x,v,a,d)=0
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und den abgeleiteten Gleichungen
(pw + (Py y f = O >
Pro+ 2 @ayY + Py ¥ + @Y =0

wird man im allgemeinen 2 und b eliminieren koénnen und dadurch
eine Differentialgleichung 2. Ordnung erhalten.

Eine hibsche Bemerkung ist es, daB8 man die vorhin gegebene
geometrische Deutung manchmal zur vollen Integration einer Diffe-
rentialgleichung ausbeuten kann. Ich will das am Beispiel

1+ (xy — )

Yy =2 ( 72 LE Py
kurz darlegen. Man findet fur den zum Linienelement x,, y,, ¥y ge-
hérigen Krimmungsmittelpunkt die XKoordinaten

£ = B =78 ¥ = 2505,

2(xo¥8 — Yo)
#3 — ¥+ 2x,9,9§
2(x0y5— ¥o) :

Fiir variables yg hat man hier bei festem x,, ¢ den Ort der Kriimmungs-
mittelpunkte aller zum Punkt x,, v, gehdrigen Linienelemente. Es ist
die gerade Linie

b4

17:

28 %y + 2mYo = x§ + 9§ -

Sie ist die Mittelsenkrechte der Strecke vom Ursprung nach dem Punkt
%o, ¥o- Daher sind die Krummungskreise die Kreise durch den Ur-
sprung und durch x,, y,. Da fur jedes Linienelement eines solchen
Kreises die gleiche Konstruktion gilt, so besteht er aus lauter Krum-
mungselementen der Differentialgleichung, und daher ist jeder dieser
Kreise eine Integralkurve So crkennt man, daB die Integralkurven
aus der Gesamtheit der Kreise durch den Ursprung bestchen Ihre
Gleichung ist
(x — a)?2 + (y — b)2 = a2 | b2.

Man verifiziert leicht nachtraglich durch Rechnung die Richtigkeit
dieses Resultates.

Nun zu den Systemen von zwer Gleichungen mit zwei unbekannten
Funktionen. Seien also die rechten Seiten des Systems

L (%30, L —p(xy.2)

in einem Bereich eindeutig, stetig und stetig differenzierbar crklart.
Jedem Punkt ist dann eine Gerade zugeordnet und die Integrale sind
geometrisch als Raumkurven zu deuten, die in jedem Punkt die dort
vorgeschriebene Gerade beruhren. Die Grund- und AufriBmethode der
darstellenden Geometrie gibt leicht die Mittel zur naherungsweisen
Konstruktion der Integralkurven an die Hand: Man geht vom An-
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fangspunkt aus ein Stickchen auf der dort vorgeschriebenen Geraden
weiter, im so erreichten Punkt geht man zu der dort vorgeschriebenen
Tangente iber und verfolgt sie ein Stiickchen usw.

Will man 1m Reellen — nur davon ist bei diesen Konstruktionen
die Rede — die Genauigkeit dieser Naherungen priufen, so muB man
sich wieder an die Darlegungen des vorigen Paragraphen erinnern.
Denn betrachten wir z. B noch einmal die Gleichungen 2. Ordnung.
Unsere Naherungsmethode lauft dann darauf hinaus, ldngs der ein-
zelnen Kreisbogen des zur Naherung benutzten Kreisbogenpolygons
»’” konstant zu nehmen. Kennt man also die Schwankung von f(x, vy, z)
langs des Polygons, so lauft unsere Naherung darauf hinaus, das ge-

gebene System dz iy

iz =12, T =2
durch ein System 4
Zz
E—x_ =f(x’ylz) + A (x:yrz)’
ay
ar %

zu ersetzen, in dem 4 (x, y, z2) dem Betrag nach nicht groBer ist als
dig erwahnte Maximalschwankung. Daher kann man wie S.39 ff. an Hand
der Methode der sukzessiven Approximationen die Gute der Naherung
abschatzen

Ahnlich kann man bei der fur Systeme angegebenen Naherung
vorgehen Hier sind die Naherungen geradlinige Polygone des x-y-z-
Raumes und langs jeder Polygonseite nehmen wir statt des vorgeschrie-

d
benen Feldes die durch die Polygonseiten bestimmten KonstantenTz—

und 5—;— . Fur das Naherungsfeld gilt also

d
T =0 (3.2 + 4 (%92,

=y (%y.2 + B(ry4).

Hier konnen 4 und B dem Betrag nach die Schwankung der Funk-
tionen ¢ und y langs der Seiten des Naherungspolygons nicht iiber-
treffen. Damit werden die fruheren Methoden wieder anwendbar, um
den Unterschied zwischen Loésung und Naherung abzuschatzen.

II. Kapitel.
Elementare Integrationsmethoden.

§ 1. Einige Typen von Differentialgleichungen.

Bei der Gleichung
y' =171



144 II 2 Elementare Integrationsmethoden

ermdglicht ein Kkleiner Kunstgriff leicht die Integration. Multipliziert
man niamlich die Gleichung mit 3, so hat man

Yy =y"7().
Integriert man beide Seiten nach %, so erhalt man

1yr= [t dy + &
und das ist dann eine durch Trennung der Variablen zu behandelnde
Differentialgleichung 1. Ordnung.
Auch

(1) y'=10)
laBt sich elementar integrieren. Man fithrt 3’ = p als neue unbekannte
Funktion ein und reduziert damit die Gleichung auf eine der 1. Ordnung:

P =7f(p).
Das liefert sofort

— | 22
(2) ”'“ff(?) :

Um nun aber weiter zu integrieren, miiBte man erst nach ¢ auflosen.
Daher ist es besser, p als Parameter aufzufassen. Dann hat man ja
durch (2) schon x in Parameterdarstellung. Um das noch fehlende y zu
bekommen, geht man von

ay dy dx 1

—éE xwa_d?=? . m_
aus und findet

S
® v = [ty ar-

(2) und (3) stellen, wie man leicht verifiziert, in jedem Stetigkeitsinter-
vall von f(p), in dem f(p) == O ist, emne Ldsung von (1) dar.
Auch die allgemeineren Gleichungen

fxy,y')=0
werden durch die Einfuhrung von 3y’ = p sofort auf Gleichungen
1 Ordnung zuriickgefihrt:

7 (%, 2,9") = 0.

. y,9) =0
kommt man durch Vertauschung von x und y heran. Dadurch wird
die Gleichung zu

An

ein Typus, von dem gerade die Rede war.
Bei

4

f(x, —y-—, y”) =0

Yoy




§ 2. Die Differentialgleichung der Kettenlinie 145

fihrt der Ansatz

yl
T =y
¥
zam Ziel. Man hat dann
4 — uy’
V' =uy +uy=u'y +uy.

Tragt man dies in die Gleichung ein, so wird sie

Fx, 1,42 + o) = 0.
Diese letzte Gleichung zusammen mit

Y =uy
ist mit der gegebenen Gleichung gleichwertig.

§ 2. Die Differentialgleichung der Kettenlinie.

Diese Differentialgleichung gehoért zwar zu den schon im vorigen
Paragraphen behandelten Typen. Wir wollen aber an ihrem Beispiel
erkennen, daB es haufig schwieriger ist, die Integrationskonstanten so
zu bestimmen, daBl den gegebenen Anfangsbedingungen geniigt wird,
als alle Losungen der Differentialgleichung zu finden Gerade solche
Fragen stehen bei den Gleichungen zweiter Ordnung im Vordergrund
des Interesses. Es ist nur ein ganz spezieller Fall der Randwertauf-
gaben, d.i der Bestimmung der Integrationskonstanten aus gege-
benen Bedingungen, wenn man diejenige losung verlangt, welche
fir x = x4 den Wert 3y, und deren Ableitung daselbst den Wert 7y,
annimmt Bei der Aufgabe der Kettenlinie handelt es sich darum,
die Gestalt eines Seiles von gegebener Lange zu bestimmen, das zwischen
zwei gegebenen Punkten aufgespannt ist. In mathematischer For-
mulierung besagt dies* man soll diejenige Losung von

¥ =AY1+y72

finden?!, welche fur x = %, den Wert y, und fur x = x; den Wert y,
hat und deren zwischen diesen beiden Punkten (x,,7, und (xy, y;)
gelegener Bogen die Lange L hat Es scheint auffallig, daBl man drei
Bedingungen an die zwel Integrationskonstanten stellen kann Man
sollte meinen, daB die beiden Bedingungen, die darin liegen, dafB3 die
Kettenlinie durch zwei gegebene Punkte gehen soll, schon zur Be-
stimmung der beiden Integrationskonstanten ausreichten Wie sich
dieser schemnbare Widerspruch aufklirt, wird sich bald zeigen2. Tragt
man y’ = # in die Gleichung ein, so hat man

P =AVI 5
1 A ist eine Konstante

2 Es liegt daran, daB8 A auch von der Lange L der Kette abhangt.
BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3 Aufl 10
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zu integrieren. Das liefert*

= 5 W Binp + k.

Daraus folgt
y =p=0Cin(x — &) A.

Nochmalige Integration liefert
= 3 G0 (& — hy) A+ ks
Nun wird die Linge des Kettenlinienstickes zwischen %, und #x,
Z
__.J.}/l +y’2dx—-——fy"dx —-—(C‘Em(xl——k)}l-—@m( 0o—7y) A)
Zo

— o (2520 (255 4)

Also haben wir die Bedingung

(1) L =2 @of (£2E2 =20 ) gin (120 ),

Ferner aber haben wir die beiden ,,Randbedingungen‘‘ fur Intervall-
anfang und -ende:

I

= p]»—a

Yo Cof (%o — 2y) 4 + ks,
Yi=-7 Cof (xy —Ay) A + Ay

1 Daber ist 1n bekannter Weise der hyperbolische Kosinus durch

@Dfx=ff;§—e-_:=coszz: (=) =T),
der hyperbolische Sinus durch
@inx=-‘:;2c——c= —isnx
erklart Daraus ergibt sich
f—%%ii = Gin » und i%—;lf—- = Goj ~

und
Cof?r — Gin2x = 1.
Die Umkehrungsfunktionen sind
Az Cof » und Ar Sin »
Fur sie findet man in bekannter Weise

dAe Cof » 1 und a At Ginx — 1
dx V2 =1 dx Y1F a2’

Mit Hilfe der oben angegebenen Beziehungen zu den trigonometrischen Funk-
tionen lassen sich leicht die goniometrischen Formeln ubertragen, die wir im
Text zum Teil benutzen werden.
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Subtraktion beider liefert

@) 130 = Gin (e EL =20 gip (12K 7).

Die beiden Bedingungen (1) und (2) miiBten also fiir die eine Inte-
grationskonstante %, bestehen. Es erscheint ausgeschlossen, daB man %,
diesen beiden Forderungen gemaB wahlen kann. Vielmehr muB man.
auch noch den Koeffizienten A der Differentialgleichung als unbestimmt
ansehen. Dann wird sich zeigen, daB man %, und A so wihlen kann,
daB die beiden Gleichungen (1) und (2) erfallt sind Das hat physi-
kalisch einen wohl bestimmten Sinn, denn der Koeffizient A 1st gleich
dem Quotienten aus dem Gewicht der Ketteneinheit und der Horizontal-
komponente der Kettenspannung. Diese letztere hangt aber von der
Kettenlange, und damit von den Randbedingungen ab in eimner Art und
Weise, die eben erst nach Integration der Differentialgleichung in der
nun gleich anzugebenden Weise ausfindig gemacht werden kann. Ich
eliminiere zunachst %, aus (1) und (2), indem ich beide quadriere und
subtrahiere. Das lefert

4 . —
L2 — (y1 — ¥0)? = 5 Gin® (ﬁ—z—ﬁ Z)

oder Gin P10
2 — VL2 — (yy — 9v9)2
X, — X, x, — %, °
5 A
Setze ich
# — % VL? — (1 — ¥o)* __-
=1 92 =& und pe 1x 0 =g,
1 %o -

so habe 1ch die Gleichung
Gin&
5=
nach & aufzulésen Das liefert mir den Wert von 4 Die Auflosung
geschieht graphisch oder mit Hilfe emner hyperbolischen Sinustafell.
Man sieht sofort, daB8 das wegen x; > x, und nach der physika-
lischen Bedeutung von A notwendig positive & durch « eindeutig be-
stimmt ist Somit 1st auch der Parameter A durch die Seillinge und die
Intervallinge eindeutig festgelegt. Kennt man erst einmal 4, so bietet
ersichtlich die Bestimmung zundchst von %, aus (2) und dann von
%, mit Hilfe von Tafeln keine wesentlichen Schwierigkeiten Es mag
auffallen, daB nur fur o« > 1 sich Gerade 7 = «& und Sinuskurve
7 = &in § auBerhalb des Nullpunktes schneiden, denn diese geht unter
45 Grad durch den Nullpunkt. Der innere Grund hierfir hegt darn,
daB doch sicher die Seillange groBer sein muB als der Abstand der

[»4

1 Z B Jaunxke-EMpE Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig
1909
10*
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beiden durch das Seil zu verbindenden Punkte. Der Quotient beider
Langen ist aber gerade «.

Man uberzeugt sich ubrigens leicht durch geometrische Betrach-
tungen, daB fiir jeden Wert des Parameters 4 genau einc Kettenlinie
von passender Lange durch die beiden gegebenen Punkte geht. Denn
alle Kettenlinien gehen, wie ein Blick auf ihre Gleichung zeigt, bei
festem A durch Parallelverschiebungen auseinander hervor. Man erhalt
also alle Lésungen durch einen der beiden Punkte, wenn man eine
Kettenlinie an diesem Punkt entlang schiebt. Dann nimmt sie aber ein
einziges Mal eine Lage an, bei der sie auch durch den anderen Punkt
geht.

§ 3. Lineare Differentialgleichungen.

1. Existenzsatz. Eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung hat die Form

(1) Po(®) ¥ + 71 (%)Y + Do (%) y + p3(x) = 0.

Sie heilt snhomogen, wenn pg(x) nicht fuir alle in Betracht gezogenen x
verschwindet. Sie heift homogen, wenn p5(x) identisch Null ist. Eine
homogene Gleichung hat also die Form

(2) Do)y + P (%)Y + P (%) y = 0.

Wir setzen voraus, da8 die Funktionen ,(x) m einem Intervall
a< x = b stetig selen, und daB in diesem Intervall p,(x) uberdies
nirgends verschwinde. Dann ist der Ewxsstenzsaiz von §1 anwendbar.
Die dort vorgetragene Methode lehrt, dal3 es genan eine Losung von (1)
gobt, die an eimer Stelle x, des Intervalles eimen gegebemem Wert vy, und
deren Ableitung daselbst ewmen gegebenen Wert vy hat Uberdies st diese
Liosung samt rhrven Ableitungen evster und zweiter Ordnung 1m ganzen
Intervall stetig.

2. Die Gesamtheit der Losungen. Sind y,(x) und y,(x) 17gend zwei
Losungen einer linearem homogenen Diffeventialgleichung (2) und sind
¢, und ¢y, zwet Konstanien, so ist auch

y =c151(%) + 2 ¥, (%)
eine Lisung von (2).
Setzt man namlich zur Abkurzung
(3) L(y)=12005"+ 515 + 527,

so 1st
L(y)=cyL(y;) + coaL (y3),

wie man sofort nachrechnet Aus L(y,) = L(y,) =0 folgt daher
L) =0.
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8. Linear abhingig und linear unabhidngig. Zwei Losungen y, und

Y2 von (2) heiBen linear abhdngig, wenn man die beiden Konstanten
¢; und ¢, so wihlen kann, daB

(4) C1Y1+ Gy =0

ist fir alle x, ohne daB ¢, und ¢, beide verschwinden. Gibt es kein solches
Konstantenpaar, so heiBen die Losungen linear unabhangig. Sind zwei

Losungen linear abhingig, so folgt aus (4), daB ihr Quotient konstant
ist Dann ist mit (4) auch

(5) C1y1+ 3y, =10

erfullt, ohne daB ¢, und ¢, beide verschwinden. Daher ist die Deter-
minante beider Gleichungen (4) und (5) Null. D. h. es 1st fiir zwei linear
abhdngige Lésungen

(6) Y1¥2— Y2 y1 =0

fir alle x. Umgekehrt folgt aus (6), daB y, und y, linear abhdngig sind.
Ist y, = O fiir alle x, so ist dies gewiB richtig, da dann

€11+ 0y, =0
ist fiir beliebige ¢,. Ist y, nicht fur alle ¥ Null, so ist z B.

Y1(%) 0.

Dann setze man an

__ Y2 (%)
(7) Yo (%) = ;1—(;.:53’1 (%) + 4 (x).
Tragt man dies 1n (6) ein, so folgt
(8) Y14’ —dy; =0,
also eine lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung fur 4.
Da nun aber d(x,) = 0 1st, so 1st 4 =0 fur alle x. Denn (8) besitzt

nur diese emne Losung, die fur x = x, den gegebenen Wert 0 hat Aus
(7) folgt also
¥o)
%3’1 () — vy (%) =0

fur alle x Daher sind y, und y, linear abhangig

(6) stellt also die motwendige wund hinrveichende Bedingung fur die
hineare Abhangigkeit zwerer Losungen von (2) dar

Ist y, wirgendeine Losung von (2), so ist jedes Multiplum von y,
linear abhangig von y, Ist namlich

Yo =C Y, (¢ konstant)
ein solches Multiplum, so ist

Yo —cCcy; =0
fir alle x.
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Ist y, festgelegt durch (%) =0, y;(%) =1 und y, durch
Vo (%) =1, ¥5(%g) =0, so ist

1 (%0) 5 (%g) — Y2 (%) 1 (%) = — 1.
Also sind vy, () und y,(x) linear unabhangig.
Ist (8) nur an einer einzgen Stelle evfiillt, so ist es fiir alle x erfillt
und die Losungen v, und vy, sind linear abhangig Geht man namlich von

Doy + D1V + Do¥1 =0,

PoY¥s + D1y + P2Y¥e =0
aus und multipliziert die erste Gleichung mit — y,, die zweite mit y,
und addiert, so kommt

an Do(— ¥Y V2 + ¥a¥1) + P1(— Y1ve + Y1) = 0,

d ’ ’ ’ ’
(9) Po 77 W1Ye — ¥2¥1) + P2 (¥1y2 — ¥2¥1) = 0.

Das ist aber eine lineare homogene Differentialglcichung fur die linke
Seite von (6), und daraus folgt nach emer schon einmal benutzten
Schlufweise unsere Behauptung.

4. Je drei Losungen von (2) sind linear abhangig. D h : Sind y, (x),
¥s(x), v3(x) drei Losungen von (2), so gibt es drei Zahlenc¢,, ¢,, ¢g, die
nicht alle verschwinden, derart, da

€1Y1 + €Y + C3¥5 = 0
ist fur alle x.
Sind y, und vy, linear abhangig, also z B

€1Y1 + €Yy =0
fiir alle x, ohne daB ¢, und ¢, beide verschwinden, so 1st
€1Y1 + C2¥2 +O0y; =0,
also unsere Angabe richtig Sic bleibt fur den Fall zu beweisen, daf
1 und v, linear unabhangig sind. Alsdann greife man emne belicbige

Stelle x, heraus und bestimme die Zahlen ¢, und ¢, so, daB3 an dicser
Stelle

Vs (%0) = €1¥1(%0) + C2¥a(%0) ,
Va(x0) = €191 (%) + c2¥2(%0)
besteht Dann ist
Yo = C1¥1 + Ca2Ye

eine Losung von (2), die bei x, mit y; ubereinsttmmt und dieselbe
erste Ableitung wie y,; hat Sie 1st daher nach dem Existenzsatz mit
g identisch.

Zwei lhinear unabhangige Losungen v, und v, von (2) nennt man
ein Fundamentalsystem von (2) Denn nach der eben bewiesenen Tat-
sache kann man jede andere Losung von (2) gewinnen, indem man



§ 3 Lineare Differentialgleichungen. 151

y; und Y2 mit. passenden Konstanten multipliziert und die Ergeb-
nisse addiert. Man bekommt also alle Lésungen durch lineare Kom-
bination eines Fundamentalsystems.

5. Reduktion auf Gleichungen erster Ordnung. Kennt man eine nicht
identisch verschwindende Losung von (2), so konnen alle wibrigen Losungen
von (2) durch Quadraturen gefunden werden. Ist y, eine solche bekannte

Losung von (2), so gilt (9) fiir jede andere Losung y, von (2). Aus (9)
aber folgt?

x
(10) Y1¥e — ¥.¥7 = C-exp (——ff,—; d5> (C konstant) ,
a

und dies 1st eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir y,
Solche haben wir S.11 durch Quadraturen gel®st.

6. Die adjungierte Differentialgleichung. Die Frage liegt hiernach
nahe, ob man nicht in gewissen Fallen eine solche Ldsung leicht finden
kann. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn die linke Seite von (2) die Ab-
leitung emnes Differentialausdruckes erster Ordnung st Ist z. B.

(11) L(y) = 22 (L, (%)

so folgt aus
Liy)=0,
daB
L, (y) = konst.,

d 1. eme lineare Differentialgleichung erster Ordnung fur jedes wy.
Je nach Wahl der Konstanten bekommt man alle y heraus.

Ist (11) nicht unmittelbar erfullt, so kommt man zum gleichen
Ziel, wenn man eine Funktion z(x) kennt, fur die

2L (y) = 2 (L (9)

1st, wo L, (y) wieder ein Differentialausdruck erster Ordnung 1st Die
Bestimmung einer solchen Funktion z(x) gelingt manchmal auf Grund
der I.AGRANGEschen Identitat, wonach

zL(y) —yL(z) = d% (V' Poz — (Po2) 'y + ¥201)
ist, wenn man

(12) () = o (02) — o ($12) + o5

setzt. (12) heiBt der zu L (2) adjungierte Differentialausdruck. Wahlt man z

so, daB L (z) =0 ist, so wird z- L () die erste Ableitung eines Differential-
ausdrucks erster Ordnung. Unter Umstdnden kann es ja leicht sein,

1 exp (2) = e=.
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eine Losung von L (2) = 0 anzugeben. Es kommt aber auch vor, daf

L (2) mit L (2) identisch ist. Man nennt dann L (z) einen selbstadjungierten
Differentialausdruck. In diesem Falle kommt man wieder auf das zu-
riick, was weiter oben iiber den Nutzen gesagt war, den man aus der
Kenntnis einer speziellen Lésung von L (y) = O ziehen kann.

Damit () = L(z)

L(z) = poz"’ + 2 (205 — P1) + 2(b. — 1 + 2%)
L(z) = po2"’ + 2" Py + 202
identisch sein. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daB p, = pj ist.
Also ist
a d
i <Po a—;‘) + Doz

der allgemeinste selbstadjungierte Differentialausdruck (zweiter Ord-
nung). Fiir emnen selbstadjungierten Differentialausdruck wird

(13) 2L(y) —yL(2) = £ (Bo(zy’ — y2')).

Man nennt dies wieder die Identitat von LAGRANGE.

ist, muB

mit

7. Die inhomogene Gleichung. Die Integration der inhomogenen Glei-
chung (1) kamn duvch die Methode der Variation der Konstanten, aunf
die der homogenen (2) reduziert werden. Ist vy, (%), y,(x) ein Fundamental-
system von (2), so gehe man mit dem Ansatz

(14) Y =01 (%) ¥1 (%) + 5 (%) y2 (%)
in die Gleichung (1) hinein. Man hat

(15) Y=+ Yz,
wenn man

(16) ciyL+ 2y, =0.
setzt. Dann wird aus (15)

(17) Y= ¥7 + ¥y — ps (%),
wenn man

(18) €191+ ez + Py (x) =0

setzt. Tragt man (14), (15), (17) in (1) ein, so sieht man, daB (1) erfullt
ist. Die Integration von (1) ist also darauf zuriickgefuhrt, ¢, (x) und ¢, (x)
aus (16) und (18) zu ermitteln. Dies liefert

@
. D3 (E) y2 () dE _
QW%JM@%@_%@ﬁ@+%—%M+M,
0
x
. Ps () v, (§)dE .
o (0) = [ B r® T e = da @) + B,

Zo
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wo hy und h, zwei willkiirliche Konstanten sind. Somit ist
Y =841 (%) 1 (%) + dy (%) y2 (%) + 2y 31 (%) + B 32 (%)
die allgemeinste Losung von (2).

8. Konstante Koeffizienten. Bei linearen Differentialgleichungen (2)
mit Eonstanten Koeffizienten reicht das bisher Vorgetragene aus, um
durch elementare Rechnung alle Integrale zu finden. Sei

(19) yY'+ay tay=0

die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Der Ansatz
Y = %

fuhrt auf die quadratische Gleichung

(20) 24+ a, v+ a,=0.

Hat dieselbe zwei verschiedene Wurzeln 7, und 7,, so sind
(21) yr=ens,  y,=ens

zwei Losungen von (19), die ein Fundamentalsystem bilden. Damit
ist also

(22) y = clgﬁ.z _.l.._ Co er:z
mit konstanten ¢, und ¢, die allgemeinste Losung.
Sind @, und a, reelle Zahlen, so wird man Wert darauf legen, auch

emn Fundamentalsystem aus reellen Lésungen anzugeben Sind 7; und 7,
reell, so sind (21) dazu brauchbar. Anderenfalls sei

¥, = ——%1«—1—?;—1/4@——@,
Vo = —32-5——;;—}/4a2—a1
Dann bilden
er1x+‘1_x PTG
27 und 2 ’
dh

= % Voo Zan X
e = cosTZ—]/4a‘_,——a% und e 2 51n—2—y4az———a§

ein reelles Fundamentalsystem.
Hat aber (20) eine Doppelwurzel, so kennt man aus dem gemachten
Ansatz erst eine Losung

Wir haben aber oben Methoden kennengelernt, hieraus alle anderen
Losungen zu ermitteln. Man findet in
a1

——z
xe 2
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eine weitere Losung, so daB dann

_&,
e 2 (¢4 + cyx)

mit konstanten ¢, und ¢, die allgemeinste Losung wird. Hierauf wird
man ubrigens auch durch einen Grenzibergang gefiihrt. Denn sind
zunachst

v und 7 + 9

zwei verschiedene Ldsungen von (20), so ist stets

— ,;'rl”

(23) A

eine Lésung von (19). LaBt man § — O streben, so wird aus (19) eine
Differentialgleichung, deren charakteristische Gleichung (20) eine Doppel-
wurzel hat, und aus (23) erhdlt man in

——
xeh®=xe 2

eine Losung von (19).

9. Ein Beispiel. Von Interessc ist folgende spezielle Differential-
gleichung:

(24) y' 4+ Ay =acosbx (4, a, b sind konstant).

Statt der Durchfithrung der cben dargelegten allgememnen Mecthode
erweist sich hier der Ansatz

y=f.-acosbx

mit konstantem g als zweckmaBiger. Er fuhrt zu der Bedingungs-
gleichung

— BB+ Ap =1
fur 8; so wird

a
Y == 5% COS bx

eine Losung der inhomogenen Gleichung. Man kann aber dann leicht
alle angeben, wenn man nur beachtet, daB die Zufugung irgendeiner
Losung der homogenen Gleichung stets eine neue Losung der inhomo-
genen Gleichung liefert und daB die Differenz zweier Losungen der
inhomogenen Gleichung stets eine Losung der homogenen ergibt. Da-
her ist

y = ;.[—_f? cos bx - hy cos YAx + hysin YAx
das allgemeine Integral unserer Gleichung Dies Verfahren versagt

nur, wenn A = 42 wird. Aber man kann dann durch Grenzubergang
leicht eine Losung der inhomogenen Gleichung finden. Jedenfalls ist
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namlich stets
A cosb ¥ — cos ]'Ix
5+VA |
eine Losung der inhomogenen Gleichung, solange noch ]/ A<=b ist.
Macht man aber hier den Grenzibergang & — ]/7, so erhilt man

A . -
—xsin YA x,
2} v

und das erweist sich tatsachlich als eine Losung der inhomogenen
Gleichung
Y’ + Ay =acos YAx.

10. Zusatz. Nahe verwandt mit den Gleichungen mit konstanten
Koeffizienten sind die Gleichungen

rrs s h
Yy +“f;‘y +x—zy=0.

g und % sind dabei wieder konstant. Man kann sie durch die Substi-
tution

x = ¢t
auf Gleichungen mit konstanten Xoeffizienten zurickfuhren Darin
hegt schon, daB3 der Ansatz

y = x?
zum Ziel fuhren muB. Er fuhrt ja in der Tat auf die Bedingungsgleichung
(25) ele—1)+ge+r=0.

Hat die Gleichung (25) zwei verschiedene Wurzeln g; und g,, so sind
Yy = &€ und Vo = X2

Losungen, die emn Fundamentalsystem bilden
Hat die Gleichung (25) aber zwei gleiche Wurzeln, so sind
1-—g 1—g
2 2
Yy = X und y,=x log=x

Losungen, die ein Fundamentalsystem bilden

11. Die Riccatische Gleichung. Wir hatten auf S 26 die RiccATI-
sche Gleichung (1) der S. 25 durch die Substitution (3) in die lineare
Gleichung (4) S 26 ubergefuhrt. Durch diese Substitution wird nun
auch aus dem allgemeinen Integral der einen das allgemeine Integral
der anderen, wobei noch ein konstanter Faktor der Losungen der line-
aren unerheblich bleibt. Wenn nun #, und %, zwei Losungen von (4)
S. 26 sind, welche durch die Anfangsbedingungen u, (%) = 0, %, (%) = 1,
%y (%) = 1, u, (%) = O festgelegt sein mogen, so ist somit
1 ¢y 4 + 6y uy
%y Gy %y + Cp Us

y=—
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das allgemeine Integral der RiccaTischen Gleichung. Insbesondere ist
also

L =y (%) wh + uh

oty — Yo %g (¥g) %y + Uz

y= -

dasjenige Integral, welches bei x, den Wert y, hat. Es hangt also linear
von der Integrationskonstanten y,ab. Das bedeutet geometrisch, da das
Doppelverhaltnis von irgend vier Losungen konstant ist. Wenn man
daher drei verschiedene Integrale y,, ¥,, v3 der Differentialgleichung (1)
von S. 25 kennt, so kann man diese Differentialgleichung so schreiben*

y 1y 92

yvi 1 oy 97
. o =0.

lva 1 v 3

lvs 1 ys 33

Und daraus kann man entnehmen, wie man die Xoeffizienten von (1)
S. 25 durch die drei Integrale yy, ¥,, ys darstellen kann.

12. Nullstellen. Wir wollen aus den allgemeinen Satzen dieses
Paragraphen noch einige Folgerungen ziehen.

Eine jede nicht tdentisch verschwindende Losung von (2) besitzt hochsiens
endirch viele Nullstellen in a < x = b. In einem Haufungspunkt ware die
Losung samt threr ersten Ableitung Null. Nach dem Existenzsatz ware
daher die Losung identisch Null. Fiur (1) gilt naturlich emn solcher
Satz nicht, da man ja ps(x) immer so wdhlen kann, daB bei fest
angenommenen P,, P, P, eine gegebene, zweimal stetig differenzier-
bare Funktion (1) befriedigt.

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen einer Losung 1y, (x)
von (2) liegt gemaw eine Nullsiclle einer jeden von vy, (x) linear unabhan-
gigen Losung von (2).

Sind & und 7 zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von (2), so
lehrt (10), daB

Vo (&) ¥1(§) und  y,(n) ¥i ()

das gleiche Vorzeichen haben®. Da aber y, (£) und y; (n) als Ableitungen
in zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen verschiedenes Vorzeichen
haben, so haben auch v, (&) und y,(n) verschiedenes Vorzeichen. Daher
liegt zwischen & und # mindestens eine Nullstelle von y,(&). Lagen
dazwischen mehrere, so lige zwischen je zwei derselben nach der
gleichen SchluBweise wieder mindestens eine von y,(x). Es waren
aber & und #» aufeinanderfolgende Nullstellen von y,(x).

1 Ware y,(§) oder ¥,(n) Null, so waren y, und y, linear abhangig. Wire
¥17(§) oder 3,"(n) Null, so wire y,(x) =0
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III. Kapitel

Gewoshnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung
im reellen Gebiet.

§ 1. Randwertaufgaben.

1. Fragestellung. Bisher hatten wir eine L&sung meist durch ihren
Wert und den Wert ihrer Ableitung an einer Stelle festgelegt. Schon
bei der Kettenlinie trat uns die Aufgabe entgegen, eine Losung dadurch
zu bestimmen, daB fiir zwe1 Werte von x die Werte der Lésung gegeben
werden. Da diese in dem von diesen beiden Stellen begrenzten Inter-
vall zu untersuchen ist und die Losung somit durch Bedingungen an
den Randern des Intervalles festgelegt werden soll, so sprechen wir von
einer Randwertaufgabe. Es gibt deren noch andere. Es wird immer
darauf ankommen, durch zwei Bedingungen die beiden Integrations-
konstanten festzulegen. Diese Bedingungen mogen durch zwei Glei-
chungen zwischen den Werten von y(x) und »'(x) an den Enden des
Intervalles x, = ¥ =< x; geliefert werden, und zwar wollen wir uns
auf den Fall beschranken, daB3 eine lineare Differentialgleichung

(1) Po V' + Py + P2y + D=0,

vorgelegt 1st, in der pq, P31, Do, P53 In @ = x = b stetig sein, p, nirgends
verschwinden moge. Zwei lineare Gleichungen mogen die Randbedin-
gungen liefern Diese werden allgemein so aussehen-

age ¥ (@) + aor V' (@) + as0y (B) + ay; ¥y (B) = A
ago ¥ (@) + ahy v (@) + ajey (D) + ay; ¥ (b)) = A .

Wir teilen die Randwertaufgaben zunachst in homogene und mmhomo-
gene emm Ber den homogenen sind sowohl Differentialgleichung wie
Randbedingungen homogen, d h es verschwinden sowohl in (1) wie
in (2) die von den v freien Glieder, so dal3 wie 1im vorigen Paragraphen
eine Losung nur bis auf emnen konstanten Faktor bestimmt sein kann
Die Randwertaujgabe, die uns im vorigen Paragraphen begegnete, und
die auch bei der Kettenlinie vorlag, wollen wir die erste nennen. Hier
sind also an den Intervallenden die Werte der unbekannten Funktion
vorgeschrieben Von der zweiten wollen wir reden, wenn an Anfang
und Ende der Wert der Ableitung gegeben ist. Dardber hinaus gibt es
noch mancherlei andere, denen wir keine besonderen Namen geben
wollen. Be1 der ersten homogenen Randwertaufgabe liegt also eine
Differentialgleichung

3) Poy + P11y + Py =0
vor und es werden Lésungen gesucht, fiir die
(4) y(@ =0, y@® =0

2)
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ist. Bei der zweiten homogenen Randwertaufgabe wird statt (4) ge-
fordert
(3) Y (a)=0 y()=0.

Besonderes Interesse haben die StUurRM-LioUviLLEschen Probleme

gefunden Bei ihnen handelt es sich darum, ILosungen einer selbst-
adjungierten Differentialgleichung

a a
(©) 7= (PoZ2) + bay =0
zu finden, wihrend
a,yy(a) + a5y (@) =0,

7 ,

() a5y (B) + g y' (0) =0

vorgeschrieben ist. Diese Probleme werden uns auch in den folgenden
Paragraphen in erster Linie beschaftigen.

2. Beispiele. Zunichst moge an emnigen Beispielen die Sachlage
etwas gekldrt werden. Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung

yll____ y — O .
Ihre allgemeinste Losung ist
Y = C16% + cpe~®.

Betrachten wir das Intervall ¢ < ¥ < b und suchen die erste Rand-
wertaufgabe zu losen: Es soll semn

Cie% 4 Coe~% =0,
cye? 4+ coe~® = 0.
Die Determinante des Gleichungssystems ist
ea=b __ b—a_
Dies ist aber fur @ 2= & nie Null. Also muB ¢; = ¢, == 0 sein Dic cinzige
Losung unseres Randwertproblemes ist dic triviale y =0 Sollte das

stets so sein, so hatte es wenig Sinn, jene Aufgabe zu behandeln Betrach-
ten wir ein weiteres Beispiel

yll + y J— O R
Die allgemeinste Losung ist
Y = ¢;5inx -+ cyCcOS X .

Nehmen wir das Intervall
e < x<b

und studieren die erste Randwertaufgabe. Es sei
cy;sma -+ c,cosa =0,

¢, 8ind + cocosb = 0.
Die Determinante ist
sin (@ — d)
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und dies wird Null wenn ¢ — % = ks und % ganzzahlig ist. Nehmen
wir also z. B. 2 = 0, 0 =, so haben wir in

=sin x

eine nichttriviale Lésung der ersten Randwertaufgabe. Ebenso gibt es
hier Losungen jedesmal dann, wenn die Intervallange ein Vielfaches von
7 ist. Far

yll + 62 y J— O
wird

y=sincx
eine Losung der ersten Randwertaufgabe fiir das Intervall

o< =

=TS0

Diese Beispiele mégen lehren, daB es lohnen mag, den Randwert-
aufgaben etwas maher nachzugehen.

3. Die Alternative. Ich beginne mit einer allgemeinen Bezichung zwi-
schen homogenen und inhomogenen Randwertaufgaben, die in den
linken Seiten von (1) und (3) ubereinstimmen. Da gilt der Satz: Die
inhomogene Aufgabe ist steis dann losbar, wenn die zugehdrige homogene
keine triviale, d. h. nicht identisch verschwindende Losung besitzt Ist
aber die homogene losbar, so besitzt eine zugehodrige inhomogene nur dann
Losungen, wenn die vechten Seiten moch gewisse Zusatzbedingungen er-
feillen, ist also i1m allgemeinen wmicht losbar Diese Alternative erinnert
an eine bekannte Alternative aus der Theorie der linearen algebraischen
Gleichungen, und tatsachlich folgt auch unser Satz unmittelbar aus
diesem algebraischen Wenn namlich y; und y, ein Fundamentalsystem
der homogenen Gleichung (3) bilden, soist nach S 152/153 die allgemeine
Losung von (1) selbst durch

() e — v () 71(D ,
(8) y(x) - yl(é)yé(g)_y2($)y;(§)?3(§) d§+h‘1y1(x)+h232('x)
a

gegeben, wahrend die allgemeinste Losung der homogenen Gleichung (3)

y (x) = hyy1 (%) + Ao ys (%)
ist. Im homogenen Fall liefern dann die Randbedingungen (2) mit
A = A’ = 0 fur A, und h, die beiden homogenen linearen Gleichungen
L, + kL, =0,
(9) hyL{+ hyLls =0.
Hierbei sind die linken Seiten von (2) abkiirzend mut L, und L] be-
zeichnet, wenn sie fiir y = y, gebildet werden. Im inhomogenen Falle (1),

(2) stehen auf der rechten Seite von (9) gemaB (8) statt 0 Ausdriicke,
die hk,, h, nicht enthalten, sondern durch 4, 4’, p; bestimmt sind
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Hiernach ist nach bekannten Eigenschaften der linearen Gleichungen
die Alternative sofort klar.

4. Explizite Lésung. Wir wollen nun noch im STURM-LIOUVILLEschen
Fall die Randwertaufgabe im. inhomogenen Fall explizite losen, wofern
die homogene Aufgabe Losungen nicht besitzt. Wir beschranken uns
dabei auf homogene Randbedingungen (7).

Zunachst schreiben wir (8) etwas anders. Nach S. 151 ist

fpxd_
Y1 (%) y3 (%) — v2 (%) y1 (%) =
Im SturM-Liouvirreschen Fall ist p, = pg, also haben wir

¥y (%) ¥s (%) — y2 (%) yi(x) = C %g.))

Tragt man hier x = a ein, so wird

C =y, (a) ¥z (a) — ¥ (@) ¥{ (@)
Also haben wir
Yy (%) ¥§ (%) — ¥ (%) ¥{ () — bo (@)
vy (@) ¥4 (a) — ¥a(a) ¥4 (“) Po (%)

Nun wollen wir noch die in y, und y, willkirlichen konstanten Fak-
toren so wahlen, daB3

Po(a) (v1 (@) y5(a) — v3 (a) y3(a)) = 1
ist. Dann kann man (8) so schreiben

®) ¥ = (%) 72(8) — ¥a () 91 (E) s (E) Do (E) A& + 1y (%) + Doy (%)

Nun wollen wir zur Randwertaufgabe ubergehen und annchmen, da8
es keine Losung von (6) gibt, fur die (7) gilt Dann soll die Randwert-
aufgabe fur

(9) dv(?odx>+752y+?a—‘0 Ps=E0

gelost werden. (8’) ist die allgemcine Losung #%,; und 7%, sollen so be-
stimmt werden, daf3 fur (8") die (7) gelten. Wir entscheiden uns zundchst
flir emne zweckmaBige Wahl des Fundamentalsystems Wir wahlen
ndmlich y; so, daB es bei x = @ der Randbedingung (7) genugt, und
Yy 50, daB es bei x = b die Randbedingung (7) befriedigt. Dann sind
gewiB y; und y, linear unabhingig, da doch fur (6) die Randwertaufgabe
nicht losbar sein soll

Zur Bestimmung von %, und %, liefern dann die Randbedingungen
(7) die Gleichungen

ho(@11Y5(a) + a15v5(a)) =0,

1]
hy (@919, (B) + As9Y7 (0)) +af (“11y1(b) + @195 (0))y2 (&) Pg(E) Do (£)EE=0.
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Also wird

1
%=-j%@m@m@u, hy = 0.
Die Losung der Randwertaufgabe (7) fir (9) wird also

y (%) = af (¥1(%) Y2 (&) — 35 (%) 71 () P (&) o (&) AE
b
— 1 (%) ;f ya(£) 25 (8) 0(£) d&
1] z
= — { ¥1 (%) ¥ (8) $5 (&) $o (&) — ,,f V2 (%) ¥1 (£) 25 (£) o (&) AE.

Wir setzen nun

10) G, &) = (1) 9 () po§) in a<LE<w,
=21(%)y2(8) £o(§) In x<E<0.
Diese Funktion hei3t die GREENsche Funktion der Differentialglei-

chung (6) fur das Randwertproblem (7). Man kann die Losung von
(9), (7) dann so schreiben

b
(11) (%) = “,,f G (x, &) py(£) déE.

Die GreeNsche Funktion ist in a < x < b, e =< & < b stetig. Sie ist
symmetrisch. D.h es ist

G(x.! S) = G(E: x):
wie man an (10) abliest. Thre erste Ableitung gg erleidet bei x = &

einen Sprung. Es ist nidmlich

e o]y = (= 51O 92(8) + %1(H Y2 () 2o(8) = 1.

§ 2. Die Gestalt der Integralkurven.

1. Ansatz. Wir knipfen unsere Betrachtungen weiterhin stets an
die Daifferentialgleichungen von STURM-LiouviLLEschem Typus an. Es
sei also

Q) (PO ) +amy=0

vorgelegt Hier seien #(x) und ¢ (%) in ¢ = x = b stetig und?* p(x) > 0.
Man mag noch bemerken, daB man die allgemeinste lineare Differen-
tialgleichung

Po(%) Y + 21(%) Y + Do (%) y =0,
Do > 0, alle p; und 2 stetig,

1 Wenn man will, mag man noch p’(x¥) als stetig annehmen. Man kommt
aber stets ohne diese Annahme aus.

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 11



162 II.3 Gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung im reellen Gebiet,

durch die Substitution

b1 — 56
_ _f__m i
Y = ue

in eine vom STURM-LiouviLLEschen Typus dberfiihren kann.
Zur Diskussion des Verlaufes der Integralkurven ist es zweckmagig,
(1) als System zu schreiben

az

(2) dy z 0
ax P
Nun fihre man durch
(8) y = psin ¥, z = g cos 9

zwei neue unbekannte Funktionen g und & ein. Dann werden nach kurzer
Rechnung die Differentialgleichungen

g-f;-: (—;——g)gsinﬂcosﬁ,

4

@ %:%coszﬂﬁ—qsiﬁﬁ.

Zur zweiten mag noch bemerkt werden, daB ein Faktor g, der zunachst
auf beiden Seiten auftritt, gestrichen worden ist. Wir haben damit
nur darauf verzichtet, auch die triviale Lésung y = 0 von (1) auf die
zweite Gleichung (4) mit heruber zu nehmen. Dann entsprechen die
Lssungen von (1) und die von (4) mit ¢ > 0 (oder die mit p < 0) ein-
ander umkehrbar eindeutig. Es fallt namlich auf, daB in der zweciten
Differentialgleichung (4) nur ¥ und x vorkommen und daB3 man aus der
ersten (4) ¢ durch eine Quadratur ermitteln kann, wenn man erst 9 (x)
kennt®. Man findet ja dann

x

(5) log|e] =f<—:)— — q> sin & cos 9 d& + konst.

Hiernach ist y(x) durch 9 (x) bis auf einen konstanten Faktor be-
stimmt: Linear abhangige Losungen von (1) fuhren zum gleichen 9 (x)
und gleiches & (x) fuhrt zu lauter linear abhingigen Losungen von (1).

Das fithrt zu der Frage, wodurch die Losungen von (1) charakteri-
siert werden konnen, die zum gleichen ¥ (x) von (4) gehoren Sei z B.
¥ (a) = «. Dann ist nach (8)

y(a)cosox — z(a@)sinoe = O
oder

(5) y(a)cosoe — p(a)y’ (a) sino = 0.

1 Der Existenzsatz S 27/28 lehrt, daB jede Lésung # (#) mna < ¥ < b stetig 1st.
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Die Losungen von (1) also, die zwei Randbedingungen vom STURM-
LiouvirtLEschen Typus

Y (@) cos e — p(a) ¥y’ (@) sin « = 0,

y(@)cosf —p(b)y (b)sinf =0

geniigen, gehen in diejenigen L&sungen von (4) iiber, fiir die
(7) B(a) = o, §(0) =B

ist. Dabei sind « und B natirlich nur bis auf Vielfache von sz durch (6)
bestimmt. Fiir die erste Randwertaufgabe hat man insbesondere *

(6)

=0, =0 mod mx,
fur die zweite

T T

OC=*2—, =—2—‘ mod JT

zu nehmen. Ubrigens sind die (6) die allgemeinsten Randbedingungen
von der Form

ay, y(a) + a,y' (@) = 0,
Ay ¥(0) + axy’ (5) = 0.
Denn man kann z. B. Zahlen A und « stets so bestimmen, daB
Ay = Acos«, a,, = — Ap(a)sin o
ist. Man mufB} nur sorgen, daf3

2
aie

— 22
Pl

2
ai -+

ist und kann dann « ermitteln
Wir wollen nun zunachst den Losungen von (1) nur eine der Rand-
bedingungen (6) auferlegen, z B. verlangen, da8

(8) y(a)cosoe — p(a)y (@)sino = 0

ist und wollen uns einiges uber den Verlauf einer solchen Losung ver-
gegenwirtigen: Wir konnen sie dann noch eindeutig festlegen, indem
wir entweder den Wert von y(2) oder den von ¥’ (a) noch vorschreiben.
Dann sind also stets y (@) und y'(a) vorgeschrieben. Fur (4) bedeutet
dies, daB wir & (4) und g (a) vorschreiben. Wir interessieren uns zunachst
fir 4 (x) . Die Falle, wo g(x) < O ist, unterscheiden sich z. B. wesentlich
von denen, wo g (x) > 0 ist. Da aber mit #(x) auch #(x) 4+ A=z, b ganz
eine Losung von (4) ist, so geniigt es, anzunehmen

0<d(@=a<7.
An jeder Stelle, wo ¢ = ks ist, wird gg— =$ > 0; an jeder Stelle,

wo #(x) = (24 + 1) —g— ist, wird g—% = g. Zur naheren Untersuchung

1 B=0 modsx heiBt: f = 0 bis auf Vielfache von z.
11%*
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lassen wir nun eine Einteilung nach dem Vorzeichen von ¢ eintreten.
Insbesondere interessieren uns die beiden Falle, wo in a < x =<5
durchweg g (x) << 0 oder durchweg g(x) > 0 ist.

2. DerFallg (x) < 0in a < x < b. Jede Lésung?(x) passiert wach-
send die Vielfachen von sz und abnehmend die ungeraden Vielfachen

von —Z— . Daraus folgt, daf3 jede Losung, die durch ¢ (a) = o bestimmt ist,

im Intervall a = x < b zwischen zweli Schranken liegt. Die untere
Schranke ist das grofte unter o gelegene Vielfache von 7, die obere
Schranke das kleinste iiber o gelegene ungerade Vielfache von g— .

Zwischen diesen Schranken liegt hochstens ein ungerades Viel-

faches von 1;— und hdéchstens ein Vielfaches von sz. Daher verschwinden

cos? und sind fur a =< x < b nur hiéchstens je einmal. Und zwar ist
nie sowohl eine Nullstelle von cos ¥ wie eine von sin ¢ vorhanden.
Da g(x) stets einerlei Vorzeichen hat, so folgt, daB y(x) und y’(x) nur
je einen Zeichenwechsel erfahren konnen und daB nur bei hdchstens
emer der Funktionen ein Zeichenwechsel vorkommt. Daher sind fur
y(x) in @ = x = b nur folgende Falle denkbar:

Yy () Y (=)
1. >0 >0

2. >0 <0
3. Vorzeichenwechsel | ¥ > 0

4. >0 Vorzeichenwechsel

sowie die Losungen, die sich hieraus durch gleichzeitigen Vorzeichen-
wechsel von y und 3" ergeben
Im Falle p =1, d. h. fur

¥+ qx)y=0,

kann man dies ubrigens aus der Untersuchung von Konvexitat und
Konkavitat der Losung auch unmittelbar entnehmen Im vorliegenden
allgemeineren Falle sind natirlich Angaben uber Konvexitat und
Konkavitit der Losung ohne weitere Annahmen uber # (x) nicht mog-
lich

Jedenfalls lehren diese Betrachtungen, dafl fur keine Differential-
gleichung mit ¢(x) <0 die erste oder die zweite Randwertaufgabe
losbar sein kann Natiirlich kann man fur jede gegebene Losung « und g so
wahlen, daB3 durch (6) Randbedingungen geliefert werden, die gerade
durch die gegebene L&sung befriedigt werden. Man kann aber nicht
am Anfang und am Ende unabhangig voneinander beliebige Rand-
bedingungen vorschreiben.
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8. Der Fall ¢(x) >0 in a < x < b. Jetzt ist durchweg gg >0.

¥ 1st also eine monoton wachsende Funktion. Sobald & ein Viel-
faches von = wird, wird y(x) =0 und sobald es ein ungerades

Vielfaches von % wird, ist y”(x) =0. Nunmehr ist es durchaus denkbar,

daB gegebenen Randbedingungen (6) bzw. (7) fur passende positive g
geniigt werden kann. Es wird nicht fir jedes g jeder Randbedingung
geniigt werden konnen, da ja durch Angabe von & (z) das #(x), also
auch ¢ (b), bestimmt ist. Aber es ist jetzt durchaus denkbar, daB fir
gewisse Differentialgleichungen die erste Randwertaufgabe 1dsbar ist.

4. Vergleich verschiedener Differentialgleichungen. Um dariiber
Klarheit zu gewinnen, untersuchen wir, wie bei gegebenem ¥ (a) das
¥ (d) von g abhangt. Wir stellen fest:

Sind zwei Differentialgleichungen (1) bzw. zwei Systeme (4) gegeben
mit g =gq,(x) und q =g,(x) und ist g,(x) >¢q, (%) i a<x=Db
und sind O;(x) wund ,(x) die entsprechenden Losungen wvon (4),
Py (@) = B, (B), so ist Oy (%) > V(%) fitr a < x < b.

Es ist namlich

a9 1 5 .
(9) d; = 3 cos” Py + gpsin®J,,
ad 1 < o
(10) o= % cos? P, + g,sin®>9, .
In einem gemeinsamen Punkt beider L&sungen ist
Ady — dd,
adx 2 dx °

Das Gleichheitszeichen steht hier nur dann, wenn an jener Stelle
sin®, = sin?¥; =0 ist (es ist ja ¢, > ¢, angenommen) Da 9¥,(x) wie
9, (¥) monoton wachsende Funktionen sind, gibt es nur endlich viele
solcher Schnittpunkte. Wenn aber in einem derselben @, —#; von
positiven zu negativen Werten uberginge, so betrachte man statt
P, (%) eine Losung 9,(x) von (9), die durch einen anderen Punkt von
9 =9, (») geht, der genugend nahe bei dem eben betrachteten Schnitt-
punkt liegt. Daher ginge in der Nahe des bisherigen Schnittpunktes
auch 9,(x) — 9, (x¥) von positiven zu negativen Werten iber. Da es
sich aber jetzt um Schnittpunkte handelt, in denen ©#; bzw &, kein
Vielfaches von st 1st, so ist dies nicht moglich. Daher geht in jedem
Schnittpunkt 9, — %, bei wachsendem x zu positiven Werten tber. Da
Dy (a) =9y (a) ist, so ist 9, >, fur a < x = b. Namentlich also ist
Py (8) > 9, (D).

Bev dem eben bewiesemen Satz ist kewn Gebrauch von g, > 0 gemacht
worden Es gilt also fiir beliebige stetige Funkttonen g (x)
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5. Differentialgleichungen mit Parameter. Wir betrachten nun na-
mentlich eine einparametrige Schar von Funktionen

7 (%) =gq(x,2)

und nehmen an, daB gleichmiBig in a2 = x = b sei

lim g(x,A) = — oo,
11) A-> — 0
( lim ¢g(x,A) = 4+ oco.
A-> 4 @

Man kann also z. B. ¢(#, 4) = gq¢(x) +17(x), »(x) > 0 nehmen. Be-
trachten wir die Differentialgleichungen

dds _ 1 a 1 .,
B—;——;—cos 19'1-{——q—sm 92,

so wird nach dem Bisherigen 9, (b) eine mit A zugleich monoton wach-
sende Funktion von A. Dazu ist jetzt

lim 9, () =0, lim 9 (b)) = + oo,

A—>—c0 A=+

wenn man 0 =&, (@) = « <<or annimmt, wic schon weiter oben bemerkt
war. Man wahle eine Zahl «’, fur die 0 = « < &’ < 7v ist. Wir wahlen
alsdann eine Zahl 4, so, daB firA <4, und

(12) 0<B=d=d,
%cosz'ﬁ -+ —;— sn2P < 0
ausfallt. Die Kurve ¢ =, (x) kann dann keinen Punkt mit der Geraden

19=oc'—|—(x-a)'z:f

gemein haben. Denn fur ¥ = a 1st 4, (2) < o', die Kurve also unter der
Geraden gelegen, und in jedem Punkt der Geraden, die ja dem Streifen
(12) angehért, ware

ddz

= < 0.
Also ist

P (D) << ,3 .
Da man 0 < 8 << o’ beliebig annehmen kann, so ist damit
lim &, () =0
A=>— 0

bewiesen.

Man wahle andererseits eine Zahl f > « und bestimme einen die
Punkte (a, «) und (b, B) bestimmenden Streckenzug der (¥, 4)-Ebene so,
daB fuir ¢ Werte, die Vielfache von s sind, seine Ableitung kleiner als

% wird. Wahlt man dann A hinreichend groB, so ist fiir alle Punkte des
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Streckenzugs
dd;
ax
. ad
groBer als das —— des Streckenzugs. Da aber bei x = a die Kurve

9 =9, (%) den Streckenzug schneidet, so muB sie in ihrem weiteren Ver-
lauf stets eine gréBere Ordinate haben. Also ist

P2 (0) > B.
Und damit ist auch
; Iim 19;_ (b) = -+ oo
A —>- 00

bewiesen.

Aus diesen Uberlegungen folgt, daB manA stets auf genau eine Weise
so wahlen kann, daB &(a) = o, & (b) = B gegebene Werte sind, fiir die
0=oa<m, B >0 ist.

Hieraus wieder flieBt der Beweis fiir das

6. Oszillationstheorem. In a = x = b seien die Koeffizienten $(x),
go (%), 7 (x) von

(13) 77 (@) + @0+ 27 ()y =0

stetig, dazu set p > 0,7 > 0. Dann gibt es genau eine Folge von Para-
meterwerten
Ao <Ay < ...
mat A, — 0O devart, duf die Diffevemtialgleichung (13) fir A = A, ewne
den Randbedingungen (6) genugende Losung besitzi. Die zu A, gehorige
Losung tst bis auf einen Faktor eindeutig bestimmi und besitzt w1 Inter-
vallinneren a < x << b genau n (einfache) Nullstellen
Es gibt genau einen Wert 4,, fur den

a9, 1
di = 5 C05*n + (g0 + Ap-7)sm?d,

eine Losung besitzt, fur died (@) = a, ¥ (d) = + nxist (0 = x <),
(0 = B8 <zm). Diese Losung ist eindeutig bestimmt Die ihr zugeord-
neten Losungen y, von (1) sind bis auf einen Faktor bestimmt Fur sie
ist (6) erfullt Da & (8) monoton mit 2 wachst, so ist 4,,,; >2,, und da
?(d) = o0 fur A — o0, so ist 4,, — o0 fur n — co.

7. Eigenwerte und Eigenfunktionen. Man nennt die 4, die Eigenwerte
und die y,(x) die Eigenfunkéionen der Differentialgleichung

(14) (L) + @+ ANy =0

fur die gegebenen Randbedingungen (6). Die S 152 angegebene Iden-
titat

YL (2) — 2L () = = (b (v2" — 2y)
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lehrt, wenn man sie auf
a au
Lw) = 55 (b 5%) + 2o

und zwei verschiedene Eigenwerte 4, und 4,, und die zugehorigen Eigen-
funktionen y, und y,, anwendet:

d ’ ’
'd—;(?" Yn¥m— YmVn)) = (An — An) 7 Yn Y -
Daraus folgt wegen (6) und wegen 1, == 1,

b
;r<x)yn<x>ym<x>dx=o.

Wir sprechen dies aus, indem wir sagen: die Eigenfunktionen ver-
schiedener Eigenwerte seien orthogonal zueinander. Da y, nur bis auf
einen Faktor bestimmt ist, so darf man annehmen, daB

b
f ryZdx =1
a
ist. Wir nennen dann die Eigenfunktionen normiert. Ist

(15) F (%) = coyo (%) 4+ c391 (%) + ...

eine gleichmaBig konvergente Reihe mit konstanten Koeffizienten c,,,
so folgt durch gliedweises Integrieren analog wie in der Theorie der
Fourierschen Rethen

b
(16) cn=f7fy,dx.

So erhebt sich die Frage, inwieweit man gegebenc Funktionen j(x)
durch (15) und (16) in Reihen nach den Eigenfunktionen entwickeln
kann. Die nun folgenden Ausfuhrungen haben dic Beantwortung dieser
Frage zum Ziel. Wir nennen den sich schlieBlich ergebenden Satz den
Entwicklungssatz.

8. Vergleich von Differentialgleichungen. Zum Schluf3 dieses Para-
graphen mogen nun noch einige Abschatzungen mitgeteilt werden,
betreffend die Lage der Nullstellen der Losungen einer Differential-
gleichung (1) und damit im Zusammenhang, betreffend die GroBe der
Eigenwerte. Die zum Beweis des Oszillationstheorems vorgefithrte, von
PRUFER erdachte Methode erscheint fir diesen Zweck hervorragend
geeignet, da sie es erlaubt, in bequemer Weise die Erfullbarkeit beider
Randbedingungen nachzupriufen. Es mag auch eine reizvolle Aufgabe
sein, den Beweis fur die monotone Abhangigkeit des &, (b) von A auf
S. 166/167 zu einer Abschatzung durchzubilden. Einfacher erscheint es
mir aber, zu diesem Zwecke unmittelbar an die Differentialgleichung (1)
anzukniipfen. Fiir sie gilt namlich eine Bemerkung analog der, die wir
S. 165 fur die zweite Differentialgleichung (4) bewiesen haben. Hier
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gehért in gewissem Sinne zur Differentialgleichupg mit groBerem g
die kleinere Ldsung.

Sind namlich
a ’
5 @YD) + @1y =0,
am .
75 (Py2) + q2¥, =0
zwel Differentialgleichungen mit gleichem $, aber verschiedenem g,
so mogen Losungen betrachtet werden, die bei x = a derselben Rand-

bedingung (6) geniiggen Multipliziert man die erste Differentialgleichung
(17) mit y, und die zweite mit y, und subtrahiert, so wird

d , a ,
Yoz, PY1) — Y175 Py + (01— ) 17, = 0

oder, was dasselbe ist,

a , /
(18) ﬂ‘(? (Ye¥1 — 3152) — (1 — q2) ¥1Y. = 0.
Nun ist bei x = a

Y2¥1 — Y1 Y2 =0.
Denn wir haben ja dort

cosay, (@) — p(a)sinay; (@) =0,
cos oy, (@) — p(a)sin vy (a) = O.

Da aber cos o und % (a) sin & nicht beide verschwinden, so ist die
Determinante dieser beiden Gleichungen Null Integriert man daher
(18) von a bis x, so kommt

(19) P (Ve ¥ — V19 = .,f (g2 (&) — q1 (&) v, (£) ¥o(§) dE.

Nun ser g, (%) > ¢,(¥) n a =< x < b Weiter selen bel1 x = a sowohl
y(a) wie 3y’ (@) vorgeschrieben, und zwar y,(a) = y,(a), vi(a) =y;(a)
und es sei entweder y,(a) >0, oder y](2) >0, so daB also entweder
bei x = @ oder dicht hinter x = a sowohl y;(x) > 0, als y,(x) > 0 gilt
Dann ist die rechte Seite von (19) positiv, solange x > a so nahe bei
a liegt, daB3 keine weitere Nullstelle von y, () oder von v,(x) zwischen
a und x liegt. So lange ist also

Ya¥1 — V1Y% >0

Also auch
Yo Y1 y—§ Y1¥2 -0
fur alle diese x > a. D. h.
2 (¥
ax (3’2) >0
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fur alle diese x > a. Da aber
Im?%: =1

a—ra’ 2

ist, so folgt, daB3

(20) Y1 (%) > Yo (%)
fiur alle x > a, die so beschaffen sind, dafl zwischen 2 und x weder eine
Nullstelle von y; noch eine von y, liegt. (20) lehrt aber, daB die auf a
folgende Nullstelle von 4, (%) sicher weiter von a cntfernt ist, als die
auf a folgende von y,(x). Je groBer also ¢ wird, um so ndher ruckt eine
etwa vorhandene, zunachst bei a gelegene Nullstelle an @ heran. Kénnen
wir also fur irgendein ¢ dic Existenz und Lage ciner auf a folgenden
Nullstelle angeben, so haben wir fur alle groBBeren ¢ einc obere, fiir alle
kleineren ¢ eine untere Schranke fiir den Abstand, den die auf a fol-
gende Nullstelle von a besitzt. Zu prdzisen zahlenmaBigen Abschatzun-
gen gelangt man also durch das Studium spezieller Differentialglei-
chungen.
Am bequemsten zu ubersehen sind nun Differentialgleichungen
2+ m2z=0
mit konstantem s und mit ihnen sind dann bequem Differentialglei-
chungen

(21) 2+ Q)z=0
zu vergleichen.

9. SturMm-Liouvitresche Differentialgleichungen. STURM-LIOUVILLE-
sche Differentialgleichungen (1) sind nun aber durch eine gewisse Sub-

stitution in Differentialgleichungen (21) uberzufuhren Betrachten wir
nimlich die Funktion

1 Y a
= Y= Vo) z( Vib“(?i)’
so wird a
d_d;;(p %> + g(x)y(x) Pl“ <2” + Z[: ({lx l Pllld([)‘;t>'j|> -

Drucken wir also in dem Koeffizienten von z gemal3

~—fl/p(t)

% durch & aus und bezeichnen 1hn dann mit Q (&), so wird durch (22)

eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Lésungen von (21)

und denen von (1) hergestellt. Beachtet man noch, daB dabei das Inter-
b

- dt
val a <2 <b in 06X f V20 ibergeht und daB Randbedin-
(7
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gungen (6) in gleichartige Randbedingungen fiir z an den Enden des
Bildintervalles ubergehen, so mag es gerechtfertigt erscheinen, wenn
wir die weiteren Betrachtungen an SturM-LiouviLLEschen Differential-
gleichungen mit p = 1 anknupfen.

10. Abschitzung der Nullstellen. Wir betrachten also nun weiter
(23) St amy=0
mit Randbedingungen (6).
Wir betrachten zundchst die Randwertaufgabe (6) fiir
y2 + mPy =0
bei konstantem m?2 > 0. Setzt man die allgemeine L&sung in der Form
Yy =c,cosm(x — a) + cysinm(x — a)

an, so rechnet man leicht nach, daB die Randbedingungen (6) dann,
und nur dann, eine nichttriviale Lésung zulassen, wenn = der Glei-
chung

sinm (b —a) (cosa cosfB +m2sinasinf) —m cosm (b —a)sm (f—o) =0
geniigt. Also sind z. B.

_ Wa2
= ®—ar
die FEigenwerte fir o = . Merkwiirdigerweise sind es fur alle diese
Randbedingungen dieselben. Also Eigenfunktionen ergeben sich

m? (=1,2,3...)

y = m sin «-cos m(x — a) ++ cos o sin m(x — a) .

Fur beliebige m genugen diese der Randbedingung (6) bei x = a Ist
m ein Eigenwert, so genugen sie beiden Randbedingungen (6). Fuhrt
man noch einen Winkel y ein, fur den

m sIn o cos a
, COSMY = ———— e
Jcos? o + m?2 sin? e Jcos? o« 4 m? sin? x

sinmy =

ist, so kann man auch 0 =S <z), (0 =y <7)
sin my cosm (x — a) + cosy sinm(x — a),
dh
y=smm(x —a -+ )
als Eigenfunktionen betrachten. Ihre erste auf a folgende Nullstelle
liegt bei
7T
a + m Vs
und die ubrigen Nullstellen unterscheiden sich davon um Vielfache

von % . Betrachtet man dann eine Differentialgleichung

(22) ¥y +q(x)y =0,
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in der g > m? ist, und betrachtet fur sie auch die Randbedingung (6),
so besitzt die zugehorige Losung nach den schon durchgefiihrten Uber-
legungen jedenfalls zwischen

a und a—{—::«——~y

eine Nullstelle, wofern :3 — vy =0b—a ist, also sicher dann, wenn

7 <m(b — a). Betrachtet man aber eine Differentialgleichung mit
¢ < m? und 18st fur sie die Randwertaufgabe (6), so besitzt die Losung
sicher keine Nullstelle zwischen

a und a—l—;:—y.

Wie steht es aber mit den iibrigen Nullstellen? Hier ergibt sich aus
unseren allgemeinen Betrachtungen iiber den Vergleich der Losungen
zweier STURM-LiouvirLLEscher Differentialgleichungen das folgende
Resultat:

Wenn in dem Intevvall a = x = b

(23) 0<m? L g(x) < M?

i8¢, so gill fur den Abstand O zweier aufernanderfolgender Nullstellen
einer beliebigen Losung von (22) die Abschatzung

(24) w=0=, -

Betrachtet man namlich zwel aufeinanderfolgende Nullstellen einer
Losung von (22) aus dem Intervall a =< x < b, so ziehe man zum Ver-
gleich diejemigen Losungen der Differentialgleichungen

yn +m2y=~0,
yn +M2y=0

heran, die an derjenigen der beiden ‘Stellen verschwindet, welche die
kleinere Abszisse besitzt, und wende unter Heranziehung der crsten
Randwertaufgabe das bisher Gesagte an

11. Abschdtzung der Eigenwerte. Hieraus crgeben sich unmittelbar
Abschatzungen uber die Anzahl der Nullstellen, welche cine Losung
von (22) bei (23) in a = x < b besitzt Es ist namlich, wenn man nur
die Nullstellen im Intervallinneren zahlt, fur ihre Anzahl »

(25) Pt <<t

Tt TT

Da nun nach dem Oszillationstheorem der #n-te Eigenwert dadurch
charakterisiert ist, daB in das Intervallinnere » Nullstellen der Losung
fallen, so ergibt sich z. B fur Differentialgleichungen

'+ 2Ag(x)y=0
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fir den #n-ten Eigenwert die Abschitzung

72 72 72 72
(26) oot =S
Betrachten wir weiter Differentialgleichungen
(27) ¥y + (%) + )y =0.

Dann folgt nach (25) fiir die Anzahl der Nullstellen
b;“ Ve ¥ A, <n <2 =2y ¥ 4,.

T

Also

B <1 <O (T + 5.

P 72 ne ) 2 P

Fur » — oo folgt hieraus
(b - a’)2 _}_‘_”

lim ~——+>2=1.
n->co T n=
Man schreibt dafuir auch
l 222 71'2

N CEOE
Dies bemerkenswerte Ergebnis besagt, daB das asymptotische Ver-
halten der Eigenwerte fiir alle Randwertaufgaben (6) der Differential-
gleichung (27) das gleiche ist
Das Ergebnis (25) kann man noch wie folgt verscharfen- Man be-
trachte zwei Differentialgleichungen:

¥ +q.(x) ¥y =0,
¥y + 92(%) y2 =0 ;>q m alx=b.
Man betrachte Losungen berder, die ber x = a die gleiche Randbedin-
gung (6) erfullen Dann wird die k-te auf a folgende Nullstelle von
vy (%) vor der k-ten auf a folgenden Nullstelle von v, (x) angetroffen Fur
die erste auf a folgende Nullstelle wurde diese Angabe oben bewiesen.
Wir beweisen sie durch vollstandige Induktion allgemein. Sie sei also fur
die n-ten Nullstellen richtig Die n-te Nullstelle 7, von y,(¥) liege also
vor der #n-ten Nullstelle &, von y,(x). Alsdann konstruiere man eine
Losung ¥, (x) der ersten Differentialgleichung, welche be1 7, verschwin-
det und suche ihre folgende Nullstelle Die erste auf 7, folgende Null-
stelle von ¥, (x) liegt dann erst jenseits von 7,1, weil ¥, (x) und y,(x)
bei 7, beide verschwinden und ¥, zur Differentialgleichung mit klei~
nerem g gehort. Die beiden Losungen v, (%) und ¥, (x) dieser Differential-
gleichungen stimmen nun entweder in ihren Nullstellen uberein, oder
aber zwischen je zwei aufeinanderfolgenden der einen liegt nach S. 156
genau eine Nullstelle der anderen Da aber &, zwischen den beiden

aufeinanderfolgenden Nullstellen 7, und £, voR y, liegt, so liegt
£,., erst jenseits &,,,;, also erst recht (wie &,,) jenseits 7,.4.
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§ 8. Hilfssitze zum Beweis des Entwicklungssatzes.

1. Interpolation. Sind Vo, V4. . - ., Yn-.1 @1e n ersten Eigenfunktionen,
so kann man stets w Zahlen cqy, . . , Cp_q SO bestimmen, dafl

CoYo + c + Cpn—1¥Yn—-1

an n in a < x <<b gelegenen Stellen vovgeschriebene Werte annimmd.

Sind x,...x, die Stellen, f, ...f, die vorgeschriebenen Werte, so

handelt es sich um die Auflosung des linearen Gleichungssystems
n—1 X

(1) Zocjy,(xz) =1 (=1,2,...,m).
7 =

Dazu ist zu zeigen, daB
n—1
Zocfys(xz) =0 (t=1,2,..., %)
? -

nur durch

co=01= .. e =0n_1=0

befriedigt werden kann. Daraus folgt ja, daB dann die Determinante
von (1) von Null verschieden ist. Es ist also zu zeigen:
Hat
Co¥o(%) + + -+ F o1 Yu-1(%)
n verschiedeme Nullstellen in a << x << b, so st

co=cl_——= ---=Cn_1=0_

Der Beweis beruht auf den folgenden Eigenschaften, die nach §2
der Funktion y;(x) zukommen.

a) Es gibt drei 1n @ < ¥ < b definicrte Funktionen, ¢, ¢, 7, so daB
>0, >0 und daB jedes y,(x) fur einen gecigneten Wert von A
einer Differentialgleichung

(2) () + @+ iy =0

genugt. Fiir verschiedene y; hat der Parameter A verschiedenc Werte.
b) Fur x - a, und fur » — b ist

(3 lim # (yo¥% — Yx¥0) = 0.
c) Fiir x - a und fur x — b exastiert
(4) lim 2%
Yo
und ist == 0.

d) y,(x) hat in @ << x << b hochstens & Nullstellen.
Die genannten vier Eigenschaften kommen auch den Funktionen

(8) Zy = P (YoYe+1— Ya+1%0), (k=0,1...n— 1)
Z\.
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1. Wendet man namlich die LaocRaANGEsche Identitit (13) von S.152
auf ¥y = y, und z = y;_, an, so kommt

74 , ,
(6) T2 PWoVhe1 — Ver19) = YoL (Va+1) — ve+1L (Vo) -
Dabel ist
4 d
(7) Liy)=z5(p55) + av-
Also ist
a
(® ’d_z,,’f' = (Ao — Ar+1) 7VoVr +1-
Daher wird
d 1 4z a 1
(9) H(;}"g;{f)=E;<;,_y“g(ﬂo~lk+1)"yoyk+1>=(lo—/1k+1)';i‘_;-

2. Es ist fur x - 2 und fur x — b
limz, =0.
Nach (8) existiert wegen (4) der Grenzwert von

1 dzy Vet
sy dx = o — Jr1) 2.

Daher ist fur x - 2 and fur x - &
1 , ,
Iim 793 (2027, — zp25) = O.

3. Aus z; — 0 folgt wegen (4), da8

lim %t — i _Z/:L = lim (Ao — x4 1) YYoVi+1
2 20 (Ao — A1) oY1

existiert und == O ist.

4 Zwischen zwer aufeinanderfolgenden Nullstellen von v, liegt hocl-
stens eine Nullstelle von z;, Wegen (8) kann namlich z; sein Vorzeichen
nicht wechseln, solange y;., ein festes Vorzeichen hat Denn auch
7 und y, wechseln 1hr Vorzeichen nicht. Zwischen a und der ersten Null-
stelle von .., und zwischen der letzten Nullstelle von y,,; und &
kann z, nicht verschwinden Denn dazwischen hat z, emerler Voi-
zeichen und es ist y; — 0 fur x — 2 und fur x —

Nun kann die Behauptung uber die Interpolation durch vollstandige
Induktion bewiesen werden. Sie ist gewiB richtig fur = =1, weil 3,
im Intervall nirgends verschwindet. Sie sei richtig fur weniger als
#» Funktionen, also z. B. fiir z,...2,_, Hat dann

f(x) =coyo+ =+ +Cu—1VYn—-1
mehr als # Nullstellen in @ < x < b, so hat

a (f
]by%_‘ —) =02+ - - - + Cn—12n—2
dx \¥,
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mindestens » Nullstellen Daher ist ¢y =c¢y =+++ =¢,_; = 0 und also

7 (%) = ¢o¥o-
Diese hat aber fiir ¢y == 0 uberhaupt keine Nullstellen in a << x < b.
Also ist auch ¢ = 0.

2. Die Abgeschlossenheit. Ist eine stetige Funktion f(x) zu allen
Eigenfunktionen ovthogonal, so ist sie identisch Null.

Aus
?

(10) S7iyadx =0 (n=0,1,...)

@
folgt also f=0 in a =< x=<0>.

a) Wirnehmen an, es gebe eine nicht identisch verschwindende stetige
Funktion f(x), die allen Gleichungen (10) genugt und konstruieren
eine weitere solche Funktion g(x), die aulerdem einec stetige Ableitung
bhat, und fir die pg’ ebenfalls eine stetige Ableitung besitzt, und die
auBerdem den Randbedingungen (6) auf S. 163 gentigt. Wir nennen eine
solche Funktion zegular. Man wdhle fiir A einen Wert, der von allen
Eigenwerten verschieden ist, und bestimme g so, daB
() + @+ ang=r
ist, und daB (6) von S. 163 erfullt ist. Da A kein Eigenwert ist, so ist
dies nach S. 159 mdglich. Nun wende man die LaAGRaNGEsche Identitat
(13) von S. 152 auf g und y,, an. Man setze darin

L) = 75 (25%) + qu.

ax
Dann liefert sie

d . ,
—8Ar?Yr + YiAYE — Y7 = H(Po(gyle — ¥18)) -

Man integriere von « bis b, so kommt

> b
f(z-—zk) YEYVLAX :——frfy,cdx.
a a

Denn fur % = @ und fir x = b ist

(1L 8Yk — ¥ug =0.
Z. B. bei x = a ist doch
cos x ¥y (@) — sina p (a) ¥k (a) =0,
cosx g(a) —smap (a)g (@) =0.
Da cos o und bgb (2) sin a nicht beide verschwinden, so gilt (11) Aus

A == A; und frfy,c dx =0 folgt also
a

b
Srevi=o0.
a
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b) Verschwindet eine reguldre Funktion g(x) fiir alle in & < x < &
gelegenen Nullstellen emes y, (x), so ist

b b
(12) fgL(g)dx+2,cfrg2dx§O.

Da g denselben Randbedingungen wie y, genigt und im Intervall-
inneren an den gleichen Stellen wie y, verschwindet, so ist }g— in
k

@ = x = b stetig. Wenn nimlich y, am Rande verschwindet, so auch

g wegen der Randbedingungen. v, hat aber nur einfache Nullstellen,
well es nicht = 0 ist.

Nun ist nach der Identitat von LAGRANGE
a rgp ’ ’
a7 (5 g’ — ) = = e L(g) — gL (v2))
+ L vig — vy
Vi
=g L () + Ap7 g2 QU SPVAL
gL (g) =7 &>+ plg v Ve

an allen Stellen richtig, wo y,; == 0 ist. Da aber yi durchweg stetig ist,
k
so liefert die Integration von a bis b
3 ] »
4 4 2
0= fgL(g) dx + Zkfrgzdx -+ f?(g —-yiyk) dx,
a a a x

worin die Behauptung liegt.
c) Genugt eine rvegulare Funktion | den Gleichungen

b
fr/ykdx=0, kRk=0,1,...,n—1,

a
so 1st

b b
(13) fiLphdax+ 2, [»pdx <0
a a
Man bestimme nach 1 einen Punkt

CoYo+ *+* + Cpea¥Ypas

der an den » Nullstellen von y,, (x) aus ¢ < x << b mit f uberemnstimmt.
Dann st

g(x) =f(x) —CYo - " — Cp1¥Vn1
regular und verschwindet an den » Nullstellen von y, aus a < x << b.
Daher ist b) auf g anwendbar. Aus der LAGRANGEschen Identitat folgt
aber
3 3 5
Sy.L(pHax= [fL(y,)dx = ——).,afrfyzdx=0 (i=0,1,...,2—1).
a a

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3 Autl. 12
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Ferner 1st fur normierte Eigenfunktionen wyy,

b b - .
__[Ofuri <=7,
afyzL(yJ)dx - ——,‘{,&f'ry,yfdx - {-}t,fhrz'= ]..
Daher wird
b b n—1
JeLar=frr(pax— [ i,
a a L
b b n—1
frg2dx=_frf2dx+ DI
a 3 2=0

Tragt man dies in die in b) bewicsene Formel cin, so wird

b b " —
StL(pdx+ 4, [rfrdx + ‘},’lcf(ln—-l,) <o.
@ a 2=0

Wegen
A, > A, (1 =0,1, ,m— 1)

folgt hieraus die Behauptung c)

d) Wenn nun em f(x) den Gleichungen (10) genugt, so bilde man
nach a) ein regulidres f(x), das dieselben Gleichungen crfullt Nach c)
wird dann fir alle »

b b
(14) In [rPdx < — [fL(Hdx.

b

Nun ist aber 1, — o0 fir # — oc. Ware frfzdx == 0, so enthiclte
a

b
(14) etwas Ungereimtes. Daher ist fr/zdx = 0. Da f stetig ist, so

a
folgt hieraus f = 0, womit die Abgeschlossenheit bewiecsen ist

§ 4. Beweis des Entwicklungssatzes.

1. Reduktion auf eine Konvergenzfrage. Der in § 3 bewiesence Ab-
geschlossenheitssatz erlaubt es, die Entwicklungsfrage auf einc¢ Kon-
vergenzfrage zu reduzieren. Wenn namlich f(x) cine stetige Funktion
ist, und wenn die mit den Koeffizienten

b
crn=frypfdx (k=0,1...)
a
gebildete Reihe?
CoYo + € ¥y + -+
in a = x =< b gleichmaBig konvergiert, so 1st

F(%) =¢Coyo + C1ys+ -+

1 Die y; sind normierte Eigenfunktionen
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in @ =< x =< b. Setzt man namlich

D (x) =f(x) — oo —C1¥1-- -
so ist D(x) in @ = x =< b stetig und

b
SryviDdx =0 (=0,1...)
e

Nach dem Abgeschlossenheitssatz ist daher D(x) =0ina< x < b.

Es bleibt somit nur die gleichm#Bige Konvergenz jener Reihe fiir
gewisse Funktionenklassen f(x) zu beweisen.

Der Beweis ergibt sich aus einem allgemeinen Konvergenzsatz,
den ERHARD SCHMIDT an die Spitze seiner klassischen Abhandlungen
uber Integralgleichungen gestellt hat, Abhandlungen, die weit uber

die Probleme hinaus, denen sie zunachst galten, bahnbrechend ge-
wirkt haben.

2. Allgemeiner Konvergenzsatz iiber Orthogonalfunktionen. Es sei
P1(x), @2(2), -..,

eine Folge in a = x =< b stetiger nmormierter Orthogonalfunktionen. Es
set also

Es sei f(x) in a < x =< b erklirt und es existiere

j:F (¥)dx und fF[(x)Fdx.

Esses G (%, fur a = x=Db, a =& = b erkldrt, es sei
3
(16) JIG (=, &Pdx =G (&) < M

a

fiir alle a < E < b, wobet M eine von & unabhangige Zahl ist.
Dann Ronvergiert

w b b
> fF(pndx-ngvndx
n=1 g a
in a < & =< b absolut und gleichmafig .

Aus (15) folgt

b n 1] b n b
f[F——Z'(pszgv,dx]zdx=fF2sz—-.1E{fF‘Pzdx}220-
a 1 @ a a

Da somit die Partialsummen der Reihe nichtnegativer Glieder

Poe) b
(17) S{[Fo,ax)?

1
12%*
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unter der von # unabhangigen Schranke
b
S F2ax
a

liegen, so ist die Reihe (17) konvergent. Schreibt man statt F ein G
und halt & fest, so findet man durch dic gleichen Uberlegungen und
unter Beachtung von (16), daB

Z'{fG(x E) @, dx > < M2,

Nun beachte man, daB3

n+tp

{Z |fF¢zdxl|fG%d%|} <, 2 ’fF%dx; -2 ’quazd%}
ist?,

Daher ist o
(18) ZlquvldxllwaxlsM Z{IF«p,dx

Da aber die Reihe (17) konvergiert, so kann man % so groB wahlen,
dafB die rechte Seite klciner als emne vorgeschricbenc positive Zahl &
wird. Da die Schranke, oberhalb deren dazu # liegen muf3, von  un-
abhangig ist, so ist die Reihe linker Hand von (18) konvergent Damit
ist der allgemeine Konvergenzsatz bewiesen.

3. Entwicklungssatz. Wir formulieren nun den Entwicklungssatz.

Entwicklungssatz? Ist f(x) Iin a = ¥ = b stetig und zerfallt das
Intervall ¢ << x < b in endlich viele abgeschlossene Intervalle, in deren
jedem f(x) eme stetige Ableitung besitzt, ist auBerdem f(x) an jedem
Intervallende Null, an dem fur dic Eigenfunktionen y,, verschwindende
Randwerte vorgeschrieben sind, so 1st diec Rethe

oo b
v (@) [ iy, ae

in @« £ x < b absolut und gleichmaBig konvergent

1 Setzt man
b b \
= |[Fepdx|, by=|[Gpidx],
a @
so bedeutet dies, daf3
(X ab,) < Xaf-2b2
1st Nun aber ist fur beliebige reelle x,, ¥,
X (wya;+ %30,)%2 = 2§ T a? + 2x, 7, X ab, + A3 262 =0.
Also 1st
(Xa;b)— Xa}-3b] <0

2 Man vgl. die Bemerkungen von S 178/179 uber die Moglichkeit, den Entwick-
lungssatz als Konvergenzsatz zu formulieien.
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Man gewinnt den Beweis, wenn man 1n dem allgemeinen Xon-
vergenzsatz statt der ¢,,F,G geeignete Funktionen eintragt. Wir
nehmen

%—%v—i;l—(y,.—_yo) n=1, 2...

Wenn an einem Intervallende Randwerte Null vorgeschrieben sind,

so verstehe man dort unter 2= e % den Grenzwert von z = (( )) bei Annaherung

an den Randpunkt Dann sind die @, (%) in @ < x < b stetig Sie sind
normiert und orthogonal Denn es ist

b
1
Jopdx = e f:b (o3, — v.3p) (FL 220 )a

_ 1 oy (%
.'/ll—_):’.ymfﬁ (yﬂyz y"yO)dx(yo)dx
a

1
VZ’I - ;"0 "’Z'i - }'0

{Zrpooyi =],
b
~fy0 ddx (P oy, — 3. ¥0))Ex .

a
Der ausintegrierte Bestandteil ist Null nach einer schon S 176 benutzten
Bemerkung Unter dem Integral wende man die Identitat von LAGRANGE
an Dann bekommt man
b

! f”(y L{y)— v, L)) dr

YA — 2 Vi — A

b
Jo g dx=—
a

b
1 ) .
= /”—1—7 ” (—/1 7V, Yo+ AoV, Vo) dX
- 0 - 40

b
J— 2 0247,
————"-——:—.:—“TO—..T_ frytj,dx——{ .
YA, — 2 YA — 4
a
Nun nehme man
Y e L A
F= VP (f yoyo) .

Das Intervall zerfallt nach unseren Voraussetzungen iiber 7 in endlich
viele abgeschlossene Intervalle, in deren jedem F stetigist Daher existiert

b b
dex und fFde.
a a
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Dann ist
b b
SFydx=1VYa —2 [rfy.dx.
a a

Man beweist dies, indem man in der gerade vorhin angestellten Be-
/

————==, also durch — ersetzt. Da

_ V7 — 7’ s el o = f

stetig ist, kann auch die partlelle Integration unverandert durchgefithrt

werden.

trachtung ¢; durch

Weiter setze man

Gx 8 = 20 (x)jr(t)y%(t)dt, asx<E,
G (%, &) — Vp(y;)(i) ® J v (t) ¥ () dt, E<x=b.
0
G (x, & ist beschrankt und fir x == & stetigl. Fur x == & aber wird
b
1! 1
G 0,8 —G(E—0,§) = ——— Hy2()dt = — .
(E+0,8) —G(E—0,8) — [ %0 —5

a
Somit existiert

14 b
SGx &dx und  [GPx, &)dx
a a
und gibt es eine Zahl M2, so daf}
b
sz(v,{,-‘) dx < M?

fur alle a T £ 0 D'mn wird

G yo(s) J‘ ¢ _PP ) r Ve d
j gz =[O [r@m@ar L (v — ) de

Yol& VP(V) Ve o
w(x)yo(z)f PO at gt (= ) e

1 Wenn z B y4(a) = 0 sein sollie, so 1st fur » < &
t__
hoy()fr(tyo(t)d 0

und fur ¥ > £ und genugend nahe bei a gelegene x
[ @a(§) | <|@o(®) |-
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z

b &
fG¢1dx= y—%f-;—(&)fr(z) y2(8) di-dx

b x
Yo () 2 (%
—+ H—;—:—-—z-:jdx <:o)fr(t)y°(t) dt-dzx
b

g
— 3"0 (g) Vi (5) (t) ytz) (t) dt Z)'o (E) Vs (x)

2 (%) d
Vii—7 %0(@ Yi—%o) %o 7(*)y5(x) dx
£
:Vo(f) yi(E) Vo (&) Vi (%)
7(t di =0 = 2 dx
o v yo(é') () v§ (@) + Vlt—lob o (?) 7(x) ¥5(x)
@ @
= Y8 2 — _Ye8)
M_lofr(t) V3 (t) dt “‘_%fryoy,dx
a a
yt(f)
 Vh—4e

Tragt man die gefundenen Ergebnisse in den allgemeinen Xon-
vergenzsatz ein, so erkennt man die Richtigkeit des Entwicklungs-
satzes.

4. Fouriersche Reihen. Dieser allgemeine Entwicklungssatz er-
innert an den analogen Satz in der Theorie der FOURIERschen Reihen.
Dort wird gelehrt, da8 man jede in — =z =< x <zt abteilungsweise
stetig differenzierbare Funktion in der Form

f(x)=~é— 0—}—2, (@, cosnx 4 b, sinnx)

n=1

entwickeln kann. Hier 1st

=_J_1_?J‘f(x) cosnxdx,l

=%ff(x)sinnxdx.

Die FouriErRschen Reihen sind kein Spezialfall der allgemeinen
SturM-LiouvirLEschen Entwicklungen. Denn die Funktionen

(19) 1, cosx, cos2x, ..., sinx,sin2x,...

sind keine Funktionenfolge, die fur — 7z =< x =z Randbedingungen

1 Vgl z. B meinen Leitfaden der Integralrechnung. 3 Aufl, S 78ff Leipzg:
B. G TEUBNER 1928
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vom SturM-LiouvirrLEschen Typus geniigen. Sie sind gewiB Integrale
der Differentialgleichungen
y” + nzy J— 0
der cos zx und sin # x geniigen. Bei x = s aber sind
, cosxcosnor far ¥y, = cosunx,
COS 0L Yy () — SN & Yy (72) = § . . .
sinocccosnz fiur vy, =sinnx.

Fiur kein o sind beide Werte Null. Daher ist die Folge (19) keine
Folge Sturm-Liouvirrescher Eigenfunktionen. Wenn aber f(x) in
— 7w = ¥ = 7 stetig ist und f(—m) = f(7) ist, so entwickle man

1) + (%)
2

in 0 £ x == nach den Eigenfunktionen von
(20) y'+Aiy=0,
und den Randbedingungen

W (0) = v (=) =0

und F%) — 1~ %)
2

in 0 = ¥ =z nach den Eigenfunktionen von (20), die

%(0) = u() =0
genugen. Beide Male sind die Eigenwerte A = #2 Im ersten Fall sind
die Eigenfunktionen abgesehen von der Normierung

1, cosx, cos2x,. .,
im zweiten Falle
sSImx, sin2x,....

Also wird ]
Zji).__‘:_zj_(._—:.fz_-:‘;_o_l_alcosx_i_...’
f‘gi.):é_f_(_.:ff_) f— 5151nx+ ...,
Daher ist
f(x)=—(—l2—°-—{-(a1cosx+blsmx)+--- fur 0Zx< =
und
f(——x)=—a2—°——}—(a1cosx—bls1nx)—|—--- fur 0Zx< .
Somit ist
f(x)=-%9—+(alcosx+blsinx)+--- auch fur —z<x<LO.

Die Voraussetzung f(z) = f(— 7)) muBte gemacht werden, damit

1#) — i(—=2)
2
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fur x = 0 und fiir x =7 verschwindet. Denn die hier gewihlten Eigen-
funktionen verschwinden bei 0 und z. Unser allgemeiner Entwicklungs-

satz bezieht sich aber in solchen Fillen auf Funktionen, die gleichfalls
bei 0 und 7r verschwinden.

§ 5. Die BEssELsche Differentialgleichung
” 1 n?2 _
v+ v+ (1—2%) y=o0.

1. Bessersche Funktionen. Ich behandle sie als Beispiel zu den all-
gemeinen Erorterungen der vorstehenden Paragraphen, obwohl dabei
nicht alle Voraussetzungen jener Paragraphen erfiillt sind. # sei eine
reelle, nichtnegative, nicht notwendig ganze Zahl.

Zunachst wollen wir feststellen, daB diese Differentialgleichung stets
ein ber x = 0 endliches Integral besitzt, obwohl x = 0 ein singularer
Punkt ist. Zu diesem Zweck machen wir den Ansatz

Y =x".y (n=0).
Fiir v ergibt sich dann die Differentialgleichung
xv"" + (2n+1)v +xv=0.
Wir versuchen nun, derselben durch eine Potenzreihe
v=a, + ayx + ay x% + - - -
zu genugen. Setzt man sie ein, so erhalt man
XV = AgX + A x2 + -+ - Aoy X2 Ay X2 4
@un+1Dv=02n+1a +22n 4+ 1)a,x +32n + 1)azx>+ - - -
4+ (27 + 1) (2m + 2) ay,,  ox2™m*1
4+ (2n 4+ 1) (2m + 3) Ay 53T 4 - - -
X0 = 28,5 + 6ay + - - -+ (274 2) 27 4 1) gy 222"
+ 2m + 3) 2m + 2) Ay g ¥2™FE -
Da die Summe Null sein soll, so genuigt man der Gleichung, wenn

man die Koeffizienten der emnzelnen x-Potenzen in der Summe Null
setzt. Das fuhrt zu den Gleichungen

a; =0
ag +4(n—+ 1)a, =0
@ +302n+3)a;=0
a +8mn—+2)a, =0

Gy -+ Gomrn-2(2m 4+ 2) m+n+1) =0
Apm+1 + Bom s (2m + 3) 2(#n+ m)+3)=0.

..........
................
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Man berechnet daraus

a, =0
. 1 1
4= —"Zuax1%
) 11 1 L 1
= ( — Mo — . - .« o . .
Bm = (— D" sm i 7 i nye ntm %

Fmi1=0-
So findet man als Lésung schlieBllich
mo® 1 1 1
(1) 'U=do 2 (—‘— l)mz—“';m‘“‘—‘*—'h=m — . x2m
m=0 hII (n + &)
=1

Da diese Potenzreihe nun offenbar einen von Null verschiedenen Kon-
vergenzradius hat, so ist nachtraghch cinzusehen, daB3 unser Verfahren,
das ein gliedweises Differenzieren der Reihe usw. benutzte, in Ord-
nung 1st.

Die Methode, die wir hier verwcndeten, hei3t Methode der un-
bestimmten Koeffizienten. Wir werden sie noch haufig bei der Inte-
gration der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung verwenden.

Ich setze nun noch wie ublich

2=t 1
07" 2n (1)

und bezeichne

X" 3 1 1 1
@) Jo®) = n?= 2 (CU"smm pn 1) Pimen e 20"

m=0

Man nennt dic hierdurch dargestellte ganze Funktion die BrsseLsche
Funktron n-ter Orvdnung*

2. Nullstellen. Uber ihre Nullstellen bckommen wir Aufschlull,
wenn wir durch die Substitution

— 1 - z
y '/;;

1 Wir wollen uns jetzt nicht dabei aufhalten, nachzuweisen, dal das ge-
fundene das einzige bei1 x = 0 endliche Integral ist Denn spiter, S 219, wird
sich das aus allgemeinen Methoden ganz von selbst ergeben Ber nicht ganz-
zahligem # allerdings kann man sich davon sehr leicht 1im Rahmen der eben an-
gestellten Rechnung uberzengen Man braucht nur, statt wie eben 1mm dem An-
satz y = #"v x positiv zu nehmen, y = x~"v(» > 0) anzusetzen Man findet
dann wieder fur v eine konvergente Potenzrethe Aber y wird nun ber ¥ =0
unendlich, unterscheidet sich also von der ersten Losung nicht blo8 um einen
konstanten Faktor und bildet daher mit dieser zusammen emn Fundamental-
system. Daher sind alle anderen Losungen beir # = 0 unendlich. Die Durchfuhrung
zeigt, daB nur fur nicht ganzzahliges # ein neues Integral J_,(¥) gefunden wird
Fur ganzzahlige # aber wird J_,(») sinnlos Wie man hier ein zweites nicht end-
Liches Integral findet, wird sich S. 220 ergeben.
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von der BEesseLschen Differentialgleichung zu einer anderen iiber-
gehen, in der die erste Ableitung fehlt. Die durch

z = 'V:U— '] n (x)
erklarte® Funktion genugt dann der Differentialgleichung
rr 49 —

Da mit wachsendem x der Koeffizient gegen Eins strebt, so strebt
nach S.172 der Abstand zweier aufeinanderfolgender Nullstellen mit
wachsender Nummer gegen sz. Ich betrachte die positiven Nullstellen o,
von z(x) und denke sie mir der GrdBe nach numeriert. Da sie sich
im Endlichen nach S. 156 nirgends hiufen, und alle einfach sind, so
bilden sie eine monoton gegen Unendlich wachsende Zahlenfolge. Zu
jedem & > 0 gehort eine ganze positive Zahl k& = &(g), so daB
4n2—1

1—-—8<1-———Z—;§—‘<1+8 fur x = oy

Fur die u-te auf o folgende Nullstelle 1st daher nach S. 172

—_ 0L o —-m'
Tru " T ()] _g) <p < EFE_E(1 4 g).

T JT
Daher ist
o k7 (u+ Rz %y ki
1— *)1—s+— < <@~ )1+s+ .
( %+ e ( ) %k + u %+ Ok + ( ) ot Y

Daher gibt es eine positive Zahl u(g), so daB fur pu > u(e)
1—2e<WHENT 3 4 oe
a,u + k&
Daher 1st

oLy
Ilm —=1,
wofiir man «, ~ »7 zu schreiben pflegt

8. Orthogonalsystem. Nunmehr betrachte ich die Funktion

(4) p(x) =z(Ax) = YAz, (Ax).
Sie geniigt der Differentialgleichung

4n?—1
(5) w + (22— )y =0.

Ich fasse A als Parameter auf und suche ihn so zu bestimmen, dal8
die Differentialgleichung Losungen besitzt, welche bei x =0 und bei
% == 1 verschwinden. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn A
einer Nullstelle o, von J, (%) gleichgesetzt wird. Denn Vot 2 J n (e %) ist

1 Unter V;;_ se1 der positive Wert verstanden
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bei x = 0 Null, aber es 1st auch fur x = 1 Null. Denn esist [, () = 0.
Ist aber (1) = O, so ist ]/_]T]n (2) = 0, d. h. 4 einer der Nullstellen von
Jn(x%) gleich (oder Null). Diese Eigenfunktionen sind nach S 168 zu-
einander orthogonal Daher sind alle «, reell. Denn sonst mii3ten
zwei konjugiert imaginare Eigenfunktionen, als zu verschiedenen Eigen-
werten gehorig, zueinander orthogonal sein, ohne dafl die Eigenfunktionen
identisch verschwinden. Das geht aber nicht an Die Eigenfunktionen
sind aber noch nicht normiert. 4, und 4, seien zwei belicbige Werte
des Parameters 4, also nicht unbedingt Eigenwerte Ich setze

Yu= VAux Ja(Aux) wnd u, = y2,%],(2 ).
Ich schreibe die beiden Differcntialgleichungen

Y -+ ()’Z - 4"7::;'_1> Yy =0,

wy + (Zv — é’f;—l) w, =0

an, multipliziere die erste mit v, , die zweite mit 1, und subtrahiere:

Yy — Wy = (A — 20) Yy, -
Nun untegriere ich von Null bis Eins und erhalte

1
PuD () — 9D wa () = (A — &) J pupda.
Wenn insbesondere 4, und 1, zwei verschicdenc Eigenwerte sind, dann 1st
P (1) =y, (1) =0,

1
Jwyzp,,dx =0

und wir haben aufs neue dic Orthogonalitatscigenschaft Nun schreibe
ich aber bei beliebigen 4,,, 4, das Resultat unter Verwendung von (4) so

1
Viw Av A T0 (Aw) Tn(An) — Ay T4 (A) T (Ape) .
o 2 B Jilh) Tn) = S FOR
0

und mache den Grenzubergang A, — A,. Nach den Regeln der Daiffe-
rentialrechnung erhalt man dann

1
AT w0 — TG T — M5 (R T (2u) = 2 f i
Wahlt man nun fir 1, emnen Eigenwert «,, so hat man wegen J,, («,) = 0

1
Jvhdz = 3o T2

Dividiert man also die

Yu (%)
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durch

=N ACHE

so erhalt man die normierten Eigenfunktionen

2 1 2%
2 ) =V ot Tata V) = Tty Tl -

deren Quadrat von Null bis Eins integriert den Wert 1 liefert.

In den J,(x.x) schreiben sich die abgeleiteten Orthogonalitéts-
relationen so:

1

S % T (o) - (o, %) dx =0 (« + »)

0

1
J# Tl ) doe = 5 T2 (o).

4. Entwicklungssatz. Nun erhebt sich weiter die Frage nach den
Entwicklungen nach diesem Orthogonalsystem. Die Uberlegungen der
§§ 1 bis 4 sind hier nicht ohne weiteres verwendbar. Denn die dort ge-
machten Voraussetzungen sind nicht erfillt. Bei x = 0 liegt ja ein Pol
der Koeffizienten In der Tat bemerkten wir ja auch schon S.186 und
werden es S. 220 naher bestatigt finden, daB es bis auf einen konstanten
Faktor nur eine ber ¥ = 0 endliche Losung von (5) gibt Dementspre-
chend haben wir es hier mit einem anderen Randwertproblem zu tun,
als den bisher behandelten. Es handelt sich hier darum, Funktionen
zu betrachten, die ber x = 0 endlich bleiben und die bei x =1 ver-
schwinden

FEin ahnliches Randwertproblem kommt auch bei den Kugelfunk-
tionen vor Hier bei den LEGRENDREschen Polynomen handelt es sich
um die bei x = + 1 und ber x = — 1 endlichen Losungen von

—;T((l — ) Z2) + Ay =0

Wir werden sie spater S 235 {f bestimmen lernen.

Wir durfen hier um so eher auf eine weitere Darlegung verzichten,
als die Entwicklung nach BessErschen Funktionen in dem dieser Samm-
lung angehorigen Buch von COURANT und HirBERT- Methoden der
mathematischen Physik, eine ausfihrliche Darstellung gefunden hat
Zugleich mochte ich noch auf die sehr einfache und elegante Dar-
stellung hinweisen, die Herr PRUFER kurzlich in den Mathematischen
Annalen Bd. 95 gegeben hat. Er hat in dieser Arbeit, die auch in den
§§ 1 bis 4 wesentlich herangezogen wurde, gezeigt, wie sich semne Methode
auch fuir die BesseLschen Funktionen und fiir die LEGENDREschen
Polynome umbauen 148t.
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§ 6. Zusammenhang mit der Theorie der
Integralgleichungen.

Wir diirfen nicht zu anderen Fragen iibergehen, ehe wir nicht
wenigstens in groBen Zugen den Zusammenhang der Randwertprobleme
mit der Theorie der Integralgleichungen aufgedeckt haben Wir zeigen
ihn wieder am Beispiel der ersten Randwertaufgabe. Es sei die Diffe-
rentialgleichung

(1) =)+ @+ 2ny=0

so beschaffen, daB fir A = 0 eine gegebene Randwertaufgabe (6) von
S.163 nicht losbar ist. Dann besitzt diese Gleichung, wie wir wissen,
eine GREENsche Funktion G(x, £). Somit gilt nach (11) S. 161 fiir
die den Randbedingungen (6) der S.163 geniigende Losung von (1)
die homogene Integralgleichung

b
(2) y(x) = -—lafG(x,E)r(E)y(E)dé-

Ebenso findet man fir die an den Rindern verschwindende Losung
der inhomogenen Gleichung

(3) 2 (PE) + g+ 2y +s(x) =0

die inhomogene Integralgleichung

b b
(4) y=—Af G &r@&)y(E) dE — [G(x, &) s(&)dE.

Unsere Satze lehren also, daB3 die Alternative besteht, wonach ent-
weder die homogene oder die inhomogene Integralgleichung losbar
1st. Beide zugleich sind aber nur fur gewisse Funktionen s(x) losbar.
Ferner wissen wir, daB die homogene Gleichung nur fir gewissc¢ Eigen-
werte A, durch gewisse Eigenfunktionen #,(x) lésbar ist Diese Satze
sind Spezialfdlle der gleichlautenden Sidtze uber allgemeinerc lineare
Integralgleichungen mit symmetrischem Xern K (x, £). Symmetrisch
soll dabei der Kern heilen, wenn wie bei den GrREENschen Funktionen
K(x, &) = K (&, x) ist.
‘Wir betrachten dann die beiden Integralgleichungen:

b
(5) qo(x)——zafmx,a p(£)aé =0,

b
(6) P(x) — 2 af K (%, &) @(&)dé = p(x).

Uber den Kern ist dabei vorauszusetzen, da3 er stetigist fira = x =< b,
a = & =05 oder daB er doch wenigstens quadratisch integrierbar ist,
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d. h. daB das Integral

&b
uf&f [K (%, &)Pdxdé

konvergiert. Die von unseren Randwertproblemen herkommenden
Integralgleichungen sind anscheinend nicht mit einem symmetrischen
Kern versehen. Denn der Kern scheint G (x, &) 7 (£) zu sein. Man kann
aber z. B. die Integralgleichung (2) sofort auch so schreiben

re———— b t——
(1) vy Vrx) + zaf V7 (%) G(x, &) V7 (&) -v(©&) Vr @) d& = 0.
Setzt man dann

y(x) V7 (x) = @(x), Vr(x) G(x,3) V7 = — K(x, &),

so geht sie in die Gleichung (5) iber. Man kann die Theorie dieser
Integralgleichungen selbstandig entwickeln, wie es FREDHOLM, HILBERT,
E ScuMIDT getan haben, und hat damit einen neuen Zugang zu den
Randwertproblemen. Auch der Entwicklungssatz gilt fur die FEigen-
funktionen dieser allgemeineren Integralgleichungen.

§ 7. Geschlossene Integralkurven.

1. Extremalen. Der qualitative Verlauf der Losungen gewisser
Gleichungen zweiter Ordnung ist Gegenstand vielfiltiger Untersuchung
gewesen Es handelt sich dabei emerseits um lineare Differential-
gleichungen, die wir in den vorausgegangenen Paragraphen ausfihrlich
behandelt haben Andererseits sind die Losungen gewisser nichtlinearer
Daifferentialgleichungen eingehend durchforscht. Ich will hier im An-
schluB an eine Arbeit von BIRKHOFF! einiges herausheben Die Glei-
chungen, welche wir betrachten wollen, sind von relativ spezieller Ge-
stalt. Es sollen die EuLERschen Gleichungen gewisser definiter Variations-
probleme sein Die Aufgabe, Kurven so zu bestimmen, daf3 das Integral

A
(1) J=JFy .yt
moglichst klein wird, fuhrt auf die beiden Differentialgleichungen
d (OF oF d (0F oF
(2) wGw) = =0 @) —m =0

die man die EuLErschen Gleichungen des Variationsproblemes nennt.
Die Funktion F sei samt ihren ersten und zweiten Ableitungen in einem
gewissen Bereiche B stetig.

I Dynamical systems with two degrees of freedom Trans amer math Soc.
Bd. 18, S 199 bis 300. 1917
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DaB die gesuchten Kurven den beiden Differentialgleichungen ge-
niigen mussen, siecht man nach den Regeln der Variationsrechnung
so ein:

Esseix =x@), v =9v(@) fur t, = ¢ = ¢, eine Kurve aus B, welche
die Punkte (x4, vo) und (%, y,) verbindet; x und y seien in diesem
Intervall zweimal stetig differenzierbar; ¢, und #; sollen die den beiden
Punkten (xg, y,) und (%, y,) entsprechenden Werte des Parameters ¢
sein. x = x(f) + en (), vy = y (£) + en,(¢) stelle fiir alle £ mit geniigend
kleinem absolutem Betrag Kurven aus B dar, welche dieselben Punkte
verbinden; es sei also 74 (fg) = 7y (&) = 15 (fo) = 72 (¢;) = 0; die 7, und
7, seien stetig differenzierbar; ¢ sci ein Parameter. Fur diese Kurve wird
das Integral

Z:
]==fF(x +en,y+en, x+en, v+ eny)dt,
%o

und diese Funktion von ¢ soll fur € = 0 ein Minimum besitzen. Da-
her mulB3 die Ableitung nach ¢ fur £ = 0 verschwinden. Differentiation

aber liefert
t

oF ,
0 =Jl{"71_3‘;+771

to

oF oOF , 8F1
EPU +772'a_y—+"72 aledt'

Durch partielle Integration kann man dies Integral auf die folgende
Form bringen:

15
® o= [[n{SE -G @} mlE -4 ) e

ta

Die ausintegrierten Bestandteile fallen dabei weg, weil 7, und #, am
Anfang und Ende des Intervalles verschwinden sollen. Soll nun aber
dieses Integral bei beliebiger Wahl der Funktionen #, und 7, ver-
schwinden, so mussen, wie man leicht nachweist, die beiden Klammern
Null sein. Das sind aber gerade die linken Seiten der beiden EULERschen
Differentialgleichungen. Ware z B. die erste Klammer, die nach den
gemachten Voraussetzungen eine stetige Funktion von ¢ 1st, nicht uber-
all Null, so gdbe es emn Intervall ¢, + A2 <S¢t <¢ —k(h >0, k2 >0),
in dem sie von Null verschieden ist. Dann wahle man #; = 0 fur £, = ¢
S+ Arundfird, —RA=¢=1t¢,6abern, <Ofurit,+h <t <<t —k,
ferner 7, =0 fur ¢, =¢=t¢,. Bei dieser Wahl von #; und 7, ware
aber das in (3) vorkommende Integral nicht Null.

Einem Leser, welcher dieser Betrachtung aufmerksam gefolgt 1st,
wird sich die Bemerkung schon aufgedringt haben, daB den beiden
Differentialgleichungen (2) nicht nur diejenigen Kurven genugen, welche
dem Integral (1) einen kleineren Wert erteilen, als alle genugend be-
nachbarten Kurven, sondern auch die, fir welche es groBer wird als
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fur die Nachbarkurven, sowie iiberhaupt alle die Kurven, fir welche
es einen stationiren Wert bekommt, d. h. fir welche jene Ableitung
nach ¢ fiir &¢ = 0 und beliebige %, und 7, verschwindet. Wegen dieses
Sachverhaltes nennt man auch die Losungen von (2) mit einem etwas
neutraleren Namen: Extremalen.

2. Fragestellung. Die Frage, deren Lésung das Weitere gewidmet
ist, ist nun die nach den geschlossenen Extremalen. Fiir die Methoden,
die wir verwenden, ist die Heranziehung des Variationsproblemes
charakteristisch. Wir erhalten damit zugleich eine Probe fiir das Ein-
greifen der Variationsrechnung in die Theorie der Differentialgleichungen.
Das sind Dinge, die sich leicht noch viel weiter verfolgen lieBen, und
ein anderes Buch dieser Sammlung 128t noch mehr die Bedeutung dieses
Ansatzes hervortreten?.

Die Schwierigkeiten, auf die sich die Methode wird einstellen miissen,
liegen darin, daB die Art des Extrems noch recht verschieden sein kann.
D. h. die Menge der Kurven, innerhalb deren die geschlossene Extre-
male ein Extrem liefert, kann recht verschieden sein. Z. B. kleinerer
Integralwert als alle genugend benachbarten Kurven, oder nur kleinerer
Wert als gewisse geniigend benachbarte Kurven oder auch nur uber-
haupt stationarer Charakter. Man muf nur an die analogen Verhilt-
nisse bei den Maxima und Minima der Funktionen einer oder zweier
Veranderlichen denken, um sich klarzumachen, daB es auch Extre-
malen geben wird, die weder ein Minimum noch ein Maximum liefern.
Sie werden den Sattelpunkten der Flichen entsprechen.

BIRKHOFFs Verdienst gegenuber seinen Vorgangern ist es, alle diese
verschiedenen Vorkommnisse ausgenutzt zu haben. Er hat allen diesen
Moglichkeiten durch besondere Methoden Rechnung getragen Wir
wollen im folgenden darzustellen versuchen, welche Gedanken da aus-
schlaggebend sind.

Die Bewelsmethoden stutzen sich namentlich auf einen bestimmten
Satz der Variationsrechnung, den wir nun zuerst angeben wollen und
dessen Heranziehung die Beschrankung auf Variationsprobleme be-
stimmter Art, namlich auf die sogenannten positiv definiten Variations-
probleme erfordert?2.

Zunachst sei erwahnt, daB F (x, y, ', ¥') eine positiv homogene
Funktion von x’ und 9’ von der Ordnung Eins sein soll, d. h es soll
F(x,vy, kx', ky") = kF (x, v, ', »") sein fur 2 > 0. Der Sinn dieser
Voraussetzung ist der: Unabhangigkeit des Integrales von der Wahl
des Parameters #, fur den Fall, daB zu einem anderen Parameter =

1 CourRANT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik

2 Wegen der hier aufgezihlten Tatsachen aus der Varationsrechnung vgl
man z B. O. Borza . Vorlesungen uber Vanationsrechnung Leipzig B G TEUBNER
1909

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3 Aufl. 13
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{ibergegangen wird, der mit ¢ zugleich wachst; dann wird ndmlich

ac 1 ax ax dy__‘_dy
dz - E° dt—d-r:k’ dt_dz—k’ kE>0.

Das Variationsproblem heiBt definit, wenn in dem zugrunde-
gelegten Bereich B der x, y fiir beliebige nicht gleichzeitig verschwin-
dende »’ und y" die Funktion F, (x, ¥, x’, »") von einerlei Vorzeichen ist.
Dabei ist F,; durch

92F

eI
definiert. Im Falle des Minimums muB namentlich ; == 0 sein, und
so wollen wir weiter F, > 0 voraussctzen. Diese Voraussetzungen sind
z. B. fiur F = 1/796’5——?-“2_279;’3/74—[—75’—2 + a x’ 4 By’ erfillt, wenn man
a >0, ac — b2 > 0 voraussetzt. a, b, ¢, o, 8 sind dabei Funktionen
von x und ¥. Zu unserem Problem gehért fiir o = § = 0 namentlich
das der geodatischen Linien auf einer Fliche, deren erste Fundamental-
form durch s'2 =ax'2 4+ 2bx"y -+ cy’'2 erklart ist. Ein Satz der
Variationsrechnung lautet nun so° Satz I Wenn die Funktion F wmit
thven Ableitungen der beiden evstem Ovdnungen in eimem Berewch B der
%, y fier beliebige michi gleichzeitig verschwindende x', 3’ stetrg ist, wenn
F, > 0 1st, so kann man jedem Punkt P von B eine Umgebung zuovdnen,
derart, dafl man von P nach jedem Punki derselben einen Extremalenbogen
ziehen kanwn, der gamz in dieser Uwmgebung verlauft und der dem Inte-
gral (1) ewnen kleineven Wert erteilt, als jede andere im der Umgebung
verlawfende, die beiden Punkie verbindende abietlungsweise stetig diffe-
renzierbave Kurve Man kann die Umgebung so Rlein wahlen, daf das
uber die Exiremalenbogen evstveckte Integral einenm Wert, wnichté grofer
als eimne belicbig vovgegebeme Zahl ¢ bekommil. Setzt man, wie es von nun
an geschehen soll, weiter vovaus, daff F >0 sei, fur alle x,vy des Be-
reiches und beliebige x',y', so st dev Integralwert sogar klewner als der
zu irgendeiner anderen wn B verlaufenden, die beiden Punkie verbindenden
Kurve gehovige Integralwert® Dann gehort jeder Punkt P,, der mut einem
Punkt P durch eine abieilungsweise stetige Kurve verbunden ist, fur die
der Integralwert kleaner 1st als das e einer e-Umgebung von P zu dieser
e-Umgebung, kann also mut P durch eine Extremale verbumden werden,
deren Integralwert kleiney als e st. Ein allen aufgezahlten Voraussctzungen
genugendes Variationsproblem hei8t positiv und positiv definit. Beim
erwahnten Problem der geoditischen Linien sind alle Voraussetzungen
erfillt.

Die Problemstellung selbst ist uns auch bei den Gleichungen erster
Ordnung nicht fremd gewesen Man rufe sich nur den Satz von S 81
ins Gedachtnis zuriick. Er behauptet unmittelbar die Existenz von ge-

o 9*F

= x'2F,, xay T T x'y' Fy, Er y'2F

1 Wir nennen sie dann emne s-Umgebung
2 Wegen des Beweises se1 auf BorLza Varationsrechnung, S 274ff verwiesen.
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schlossenen Integralkurven in Bereichen folgender Beschaffenheit: Legt
man durch einen Punkt des Bereiches eine Integralkurve, so verlaBt
sie in ihrem weiteren Verlauf den Bereich nicht und miindet auch nicht
in einem singuliren Punkt.

Hier wollen wir Bereiche B betrachten, die in folgendem Sinne
konvex sind: Es soll ewne positive Zahl v) geben derart, dafi zwei Punkte
des Bereiches sich stets dann durch einen dem Bereich angehdrigen E xtre-
malenbogen verbinden lassen, wenn es eine Kurve g1bt, die beide verbindet
und fur die das Integral (1) einen Wert kleiner als n annimmié. Man kann
das kurz ausdrucken, indem man sagt: Zwei genugend nahe beieinander
gelegene Puwnkie des Bereiches lassen sich durch einen Extremalenbogen
verbinden, welcher vollstandig dem Bereich angehort. Konvex in diesem
Sinne wird also z. B. eine geschlossene Flache sein, und wenn wir weiter-
hin beweisen, daB es in einem konvexen Bereich geschlossene Extre-
malen gibt, so liegt darin insbesondere der Satz begrindet, daB es auf
geschlossenen Flachen geschlossene geoddtische Linien gibt.

3. Die Methode von Sienormi. Zunachst suchen wir geschlossene
Extremalen vom Minimaltypus, die also einen kleineren Integralwert
liefern sollen als alle benachbarten Kurven. Da gilt folgender

Satz II: Vorgelegt ist ein konvexer Bereich' B. In seinem Inneven
liegt eine geschlossene vektifizierbare Kurve €, fiir welche J = J, ist bet
passender Wahl von J,. € soll nicht unter Festhaliung von J = J, inner-
halb B auf einen Punkt stetig zusammengezogen werden konmen Dann
kann © stetig in eime geschlossene Exiremale deformiert werden®, fir
welche auch J < J, ist und die vom Minimaltypus 1st, entweder in bezug
auf alle genugend benachbarten Kurven, oder doch wenigstens in bezug
auf die 1hr auf einer 1hrver beiden Seiten genugend bemachbarten Kirven.
In diesem letzteren Falle ist sie eine Randkurve des Bereiches.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf emmer von SIGNORINI® zuerst
verwendeten sinnreichen Methode Durch sie wird das Problem auf
eines der gewohnlichen Minima zuruckgefuhrt

Wir gehen zunachst von der in B gegebenen geschlossenen rekti-
fizierbaren Kurve € zu einem aus Extremalenbogen gebildeten Polygon
uber. Wir durfen annehmen, daB € keine geschlossene Extremale 1st;
denn in diesem Falle brauchen wir nicht zu bewelsen, daB € in emne ge-
schlossene Extremale deformiert werden kann Wir teilen € in 7 Teil-
bogen ein, derart, daB langs eines jeden derselben das Integral einen

1 Statt dessen genugt es auch, vorauszusetzen, daB man diejenigen Rand-
kurven, die nicht konvex sind, mit Kurven, deren J = J, 1st, nicht beliebig
genau approximieren kann.

2 Der hier gemeinte DeformationsprozeB wird wahrend der Beweisfuhrung
naher beschrieben werden.

3 Palermo Rendiconti 33 (1912)

13*
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Wert bekommt kleiner oder gleich® ~{~z‘—" und derart, daB der Endpunkt
eines jeden Bogens emner seinem Anfangspunkt auf Grund von Satz I
zugeordneten Umgebung angehort?. Weiter soll —]7—7'9— <7 semn3, d.i. die
bei der Definition des konvexen Bereichs verwendete Zahl.

Man kann dann nach Satz I den Anfangspunkt emnes jeden Bogens
mit seinem Endpunkt durch einen Extremalenbogen verbinden. Das
aus diesen Extremalenbogen gebildete Polygon €’ — das nicht frei
von Selbstuberschneidungen zu sein braucht — erteilt ber passender
‘Wahl? seiner Eckpunkte dem Integral einen Wert kleiner als J,. Ferner
kann man das Polygon @’ durch stetige Deformation aus € herstellen.
Um das einzusehen, betrachte man emen cinzelnen der » Bogen von
€ Man lasse einen Punkt P diesen Bogen durchlaufen und betrachte
dabei standig den Extremalenbogen, welcher vom Anfangspunkt des
Bogens von € zu P hinrcicht. Dieser Extremalenbogen andert sich
stetig mit P. Und so geht der Extremalenbogen durch stctige Ab-
anderung aus dem entsprechenden Bogen von € hervor Nunmchr
betrachte man in B irgendwelche » Punkte P, folgender Art. P, .,
heiBe der auf P, folgende Punkt. P,, wofur wir auch P, ., schreiben,
folge wieder auf P, So hat jeder Punkt P, einen Vorgdanger und einen
Nachiolger. Jeder Punkt soll weiter in der semmem Vorganger nach
Satz I zugeordneten Umgebung und uberdies so nahe bei diesem liegen,
daB3 das Integral (1) uber den beide nach Satz I verbindenden Extre-

malenbogen hochstens gleich —'%"— wird

Der Integralwert des so durch P, . P, bestimmten Polygons
werde als Funktion der P, mit J (P, . P,) bezcichnet Dies 1st dann
eine stetige Funktion der P,, dic in einer gewissen abgeschlossenent
Menge emnes 2 m-dimensionalen Raumes der Koordinaten (x,,y,) der
P, erkldrt ist und in diesem Bereiche nur Werte nicht iber J, annimmt

1 Dazu gehi man auf der Kurve von cinem becliebig gewihlten ersien Teil-
punkt so lange weiter, bis der Integralwert geradec glelch—]’ni geworden 1st Hier

legt man den zweiten Teilpunkt hin usw

2 Dazu muB3 man nur » hinreichend groB annehmen

3 Da € keine geschlossene Extremale sein soll, so gibt es auf ihr Punkte P,
die nicht innere Punkte von € angehorigen Extremalenbogen sind Man wdhle
dann emnen Punkt vor I und emncn Punkt hinter P als Anfang und Ende ecines
Bogens von @ Dieser gibt nach Satz I dem Intcgral (1) cinen klemeren Wert
als der entsprechende Bogen von € Wie man dann auch die ubrigen Eckpunkte
von €’ wahlen mag, sicher liefert €’ emnen kleineren Integralwert als €

4 Hat man eine Folge von Polygonen (P{"’ Py derart, daB immer Pg’

in der in“——Umgebung von P, liegt und konvergieren die PY’ gegen P, fur

Y —> 00, so liegt 1mmer P, in der —“%“—-Umgebung von Py__y
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Diese Menge kann aus mehreren getrennten Sticken bestehen; wir
betrachten diejenige maximalel zusammenhangende abgeschlossene Teil-
menge, der der reprdsentierende Punkt des zuerst erhaltenen Poly-
gones €’ angehort. In einem gewissen Punkt & dieser Menge besitzt
J(Py ... P,) sein absolutes Minimum in bezug auf diese Menge. Diesem
Punkt entspricht eine Kurve, welche durch stetige Abinderung aus €’
gewonnen werden kann. Denn man kann ja in der Menge den Minimums-
punkt € mit dem Ausgangspunkte € durch eine stetige Kurve ver-
binden. Jedem Punkt der Verbindungskurve entspricht ein Extremalen-
polygon, und diese andern sich stetig mit dem reprasentierenden Punkt.
Nun aber muB das dem absoluten Minimum entsprechende Polygon &
eine einzige geschlossene Extremale sein®. Ich nehme zum Beweise
an®, es kame eine echte Ecke vor, d. h. ein im bisherigen Sinne wver-
standener Eckpunkt des Polygones &, der nicht innerer Punkt eines &
angehdrigen Extremalenbogens ist. Diese Ecke moge bei P, liegen. Die
Bogen P, P, und P, P;bilden die Ecke. Dasiiber beide erstreckte Integral

ist héchstens gleich 2—]ni Nehme ich auf jedem der beiden Bogen in

hinreichender Nahe der Ecke P, einen Punkt P und P} an, so kann
man beide sicher durch einen einzigen Extremalenbogen verbinden,
uiber den das Integral nach Satz I einen kleineren Wert bekommt als

uber P; P,P; Also ist auch das iiber P, PP} P, erstreckte Integral
. 2
kleiner als nj" Daher kann man auf dem Bogen P} P} emnen Punkt

P, so bestimmen, daB sowohl das Integral iiber P, P, P} wie das Inte-
gral iiber P} P; P, kleiner sind als Jo Daher kann man nach Satz I

n
nun sowohl P, mit P, wie P, mit P, durch je einen Extremalenbogen

verbinden; fur beide wird das Integral kleiner als -‘—ZL—"— Uber P, P, P,

wird uberdies das Integral kleiner als iiber P, P; P; P, und dies war
kleiner als das uber P, P, P, Ersetzt man also die Ecke P, durch P},
so erhalt man ein neues Polygon, das ein Eleineres Integral liefert.
Das widerspricht der Minimaleigenschaft des Polygons P, P,, ..., P,.
Also besteht unser Extremalenpolygon aus einer einzigen geschlossenen
Extremalen Sie kann im Innern oder auch im Rand des Bereiches
verlaufen. A priori ware es aber auch denkbar, daB sie nur einzelne
Punkte mit dem Rande gemeinsam hat. Dies kann aber noch durch be-
sondere hier nicht durchzufihrende Betrachtungen als unmoglich er-
kannt werden Ebensowenig will ich hier des naheren ausfuhren, daf3

1D h daB sie nicht echte Teilmenge emner anderen zusammenhangenden
Tellmenge sein soll Zusammenhangend hei3t emme abgeschlossene Menge, wenn
man sie nicht als Vereimmigungsmenge abgeschlossener punktiremder nicht leerer
Mengen darstellen kann.

2 In jeder Ecke haben dann die beiden Polygonseiten die gleiche Tangente.

3 Die nun folgende SchluBBweise verdanke ich Herrn R. BRAUER.
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die geschlossene Extremale einen Integralwert liefert, der von keiner
ihr im Bereiche gentugend benachbarten Kurve unterschritten werden
kann. Denn hier kommt es uns mehr auf die geschlossenen Losungen
unserer Differentialgleichungen als auf die Extremaleigenschaften der-
selben an.

4. Zusitze. Als Anwendung des so bewiesenen Satzes ergibt sich
z. B. folgendes: Auf jeder geschlossenen Flache, deren Geschlecht
mindestens Eins ist, gibt es geschlossene geoddtische Linien in unend-
licher Anzahl. Denn man iberzeugt sich leicht, daB es unendlich viele
geschlossene Kurven von topologisch verschiedenem Typus gibt, d. h,
Kurven, die sich nicht auf der Fldche ineinander deformieren lassen.

Der Satz II behauptet ganz und gar nicht, daB jeder mehrfach
zusammenhdngende konvexe Bereich geschlosscne allerkiirzeste Extre-
malen in seinem Iuneren enthidlt. Tatsachlich gilt auch ein solcher Satz
nicht wie man an dem Beispiel eines zweifach zusammenhangenden
Stiickes einer passend gewahlten Rotationsfliche sehen kann. Dieselbe

moge dadurch entstehen, daB man das iiber — —2“— <x< %’—t gelegene

Stick der Kurve y = sin ¥ um die sie nicht treffende Gerade y = — 2
rotieren laBt. Das zweifach zusammenhdngende Stiick ist von zwei
aufeinanderfolgenden Kehlkreisen begrenzt. Alle dem Flichenstiick
angehorigen nicht auf einen Punkt zusammenziehbaren Kurven sind
langer als diese XKehlkreise. Diese Kurven des absoluten Minimums
liegen also nicht im Bereichinneren. Gleichwohl befinden sich indem
Bereich geschlossene Extremalen, namlich der Kreis der weitesten
Ausbuchtung. Unsere Methode liefert also keine Handhabe, die Existenz
derselben zu erkennen. Darin liegt schon eine Andeutung fur die Trag-
weite der Methode. Man kann daruber mit BIRKHOFF noch cingehendere
Erorterungen anstellen. Jedenfalls wird es notig, anderc Mecthoden
auszudenken, mit welchen man auch andere Sorten von geschlossenen
Extremalen gewinnen kann, andere, d h. solche, die nicht einen kleineren
Integralwert liefern als alle geniigend benachbarten Kurven.

5. Minimaxmethode. Zu einer solchen Methode fithrt uns dic Be-
merkung, daB unter einer gleich zu nennenden weiteren Voraussetzung
iiber das zu behandelnde Variationsproblem jeder innere Punkt des
vorhin betrachteten Polygonraumes, in dem alle ersten partiellen Ab-
leitungen von J(P;...2P,) verschwinden, entweder eine Nullkurve,
d. h. eine in einen Punkt ausgeartete Kurve (J = 0) oder aber eine ge-
schlossene Extremale liefert. Diese neue Voraussetzung soll darin be-
stehen, daB keine diskontinuierlichen, d.h. mit Ecken versehenen
Losungen vorkommen. In der Variationsrechnung wird gezeigt®, daB
diese Bedingung damit gleichbedeutend ist, daB zu jedem Punkt x, y

1 Vgl z.B. O. Borza: Vorlesungen uber Varationsrechnung S. 367.
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immer héchstens ein Wertepaar %', y' gehort, fur das g—fT und —g—ii, ge-

gebene Werte annehmen. Nennen wir nun ein Extremalenpolygon, fiir
das die ersten Ableitungen von J(2; ... P,) im entsprechenden Punkt
des Polygonraumes alle verschwinden, zum Unterschied von den bisher
betrachteten Minimumpolygonen ein Minimaxpolygon und nehmen an,
es habe eine Ecke P,, so denke man sich dieselbe unter Beibehaltung
der ibrigen auf einer beliebigen stetig und stetig differenzierbaren
Kurve x = %(z), y = y(r) verschobenl. v = 0 mége dem Punkte P,
entsprechen. Das Integral J wird eine Funktion von 7, deren Ableitung
bei v =0 wegen der Minimaxeigenschaft verschwinden muB. Diese
Ableitung wird aber:

#[(52),— (37)) +9[(55), — (G2,

Dabei sind #, 9 die Ableitungen von x(zr) und y(z) fiir Tt = 0 und in
den Klammern stehen die Werte der ersten Ableitungen von F fiir die
beiden 1in der Ecke P, zusammenstoBenden Extremalenbogen. Da diese

Ableitung aber bei beliebiger Wahl der #, ¥ verschwinden soll, so

F
mufBten doch %—,— und gf,

wenn wirklich eine Ecke vorkommen soll. Dies widerspricht der neuen
Voraussetzung, so daB das Minimaxpolygon keine Ecken hat. Es be-
steht somit aus einer einzigen geschlossenen Extremalen.

Nun kann man aber oft aus der Existenz von Minimumpolygonen
auf die von Minimaxpolygonen schlieBen

Wir machen uns das wieder an der Funktion f(P...~P,) Klar,
die den Integralwert der Extremalenpolygone darstellt. In Frage kom-
men diejenigen Stellen, an denen alle erste Ableitungen von f ver-
schwinden Darunter sind diejenigen, an denen f einen kleineren Wert
annimmt, als an den Punkten der Umgebung: Minimumstellen. Dar-
unter gibt es aber auch andere: Minimaxstellen. Aus der Existenz der
Minimumpunkte und aus den topologischen Eigenschaften des Be-
reiches, in dem man die Funktion f untersucht, kann nach dem BIRK-
HOFFschen Gedanken auf die Existenz von Minimaxstellen geschlossen
werden Machen wir uns diesen Gedanken an dem emfachsten Fall
emer Funktion von zwei Variablen f(x;, x,) klar, die in einem zweifach
zusammenhangenden Bereich samt ihren ersten Ableitungen stetig sei.
Ihr absolutes Minimum sei # und werde an emer inneren Stelle des
Bereiches angenommen. Man betrachte die Teilmengen, in denen

Flxy, %) <A

Ist A nur wenig gréBer als #, so wird die Teilmenge aus einem einfach
zusammenhingenden Bereich bestehen. Soll sich dieser mit weiterwach-

fuir verschiedene (x’, y') gleiche Werte haben,

1 Dies ist moglich, weil das zu untersuchende Mimimaxpolygon einem inneren
Punkt des Polygonraumes entsprechen soll.
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sendem A iiber den ganzen Ringbercich ausbreiten, so wird an einer
gewissen Stelle fir ein gewisses 4 eine Selbstberiihrung der Randkurve
auftreten mussen Ein Punkt aber, in dem eine solche Selbstberuhrung
eintritt, ist ein Minimaxpunkt. Denn durch ihn gehen zwei Kurvenaste,
auf denen f(x,, x,) einem gewissen Wert 4, gleich ist Diese begrenzen
in der Umgebung des Selbstberiihrungspunktes einige Gebiete. In zwei
derselben 1st f(x,, %5) > Ay, in zwel anderen f(x,, %,) < A,. Daher sind
in dem Selbstberuhrungspunkt alle ersten Ableitungen von f Null.
Wir haben einen Minimaxpunkt.

Dies zur Erlduterung dessen, worum cs sich bei dem BIRKHOFFschen
Minimaxprinzip handelt. Es versteht sich, daB zu cinem wirklichen
Beweis noch recht viel fehlt, und leider ist bis heute kein Beweis be-
kannt, der geniigend allgemeine Falle erfaBte, um dic Bedurfnisse der
Theorie der Differentialgleichungen voll zu decken. Am weitesten ist
ein Schiiller BIRKHOFFs® M. MORSE, gekommen, der in mehreren Arbeiten
diese fruchtbaren Fragestellungen aufgegriffen hat?.

6. Geschlossene geoditische Linien. Um das Interesse an diescn
Dingen noch etwas zu steigern, will ich noch kurz darlegen, wie man
sich die Ausniitzung des Minimaxprinzips fiir das Problem der Existenz
der geschlossenen geoddtischem Liniem auf Flichen vowm Geschlecht Null
nach BIRKHOFF denken kann. Vom Geschlecht Null ist dabei eine
Flache, welche vom Typus der Kugel 1st, die also durch jede ihrer ge-
schlossenen Kurven in zwer Kalotten zerlegt wird, und die sich um-
kehrbar eindeutig und stetig auf die Flache ciner Kugel abbilden laBt.
Bei diesem Problem leistet die fruher benutzte Minimummethode nichts
Aus dem S.195 aufgestellten Satz folgt nichts uber die Existenz
geschlossener geodatischer Linien. Das Minimaxprinzip aber fuhrt zu
dem folgenden Satz: Auj jeder geschlossenen Flache vom Geschlecht Null
gibt es geschlossene geodatische Linien. Wesentlich fur seine Zugkraft ist
es, daB der lineare Zusammenhang des Raumes der Extremalpolygone
hinreichend gro8 ist

Wir wollen also zeigen, daB bei passender Wahl von # der Raum
der Extremalenpolygone einen linearen Zusammenhang besitzt, der
mindestens zwei ist, d h daB es in ijhm mindestens cine geschlossene
Kurve gibt, die sich nicht in dem Raum stetig auf einen Punkt zu-
sammenziehen laBt. Einer geschlossenen Kurve des Polygonraumes
entspricht eine stetige Schar von Extremalenpolygonen auf der Flache
Es handelt sich darum, eine solche Schar von Extremalenpolygonen
anzugeben, die man nicht durch stetige Deformation so abandern

1 M. Morse: Relations between the critical points of a real function of %
independent variables Amer. Trans Bd 27. 1925. — The foundations of a theory 1n
the calculus of variations in thelarge. Amer Trans Bd 30 1928 — The foundations
of the calculus of variations in the large in m space Amer Trans Bd. 31 1929.
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kann, daB8 alle Kurven in beliebiger Nahe eines einzigen Punktes
verlaufen.

BIRKHOFF selbst hat folgendes Beispiel angegeben: Man betrachte
Extremalenpolygone von der Art, daB die einer Ecke P benachbarten
Ecken in der dieser Ecke durch Satz I zugeordneten Umgebung liegen
und wahle die Eckenzahl # so groB, daB man ein dieser Bedingung
genuigendes Extremalenpolygon durch stetige Deformation iiber die
ganze Flache hinibergleiten lassen kann. Man wahle insbesondere die
Deformation so, daB die vorkommenden Polygone stetig von einem
Parameter ¢ abhingen (0 =<¢=1) und sich fiir £—0 auf einen Punkt P,
fur £ — 1 auf einen anderen Punkt Q zusammenziehen. Diese Punkte
sind als ausgeartete Polygone aufzufassen: Alle Ecken sind zusammen-
geriickt. Wir sprechen von Nullkurven, weil fiir dieselben J = 0 wird.
Man verbinde P und Q noch durch eine stetige Kurve auf der Fliche,
deren Punkten Nullkurven entsprechen, wenn man sie als ausgeartete
Extremalenpolygone auffaBt. Dieser stetigen Deformation entspricht
eine Kurve des Polygonraumes, die den bei der Deformation verwendeten
Nullkurven entsprechend ein Stiick weit in dem Teilraum des Polygon-
raumes verlauft, der den Nullkurven entspricht und der in umkehr-
bar eindeutiger stetiger Beziehung zu der geschlossenen Fliche vom
Geschlecht Null steht. Denn jedem Punkt derselben entspricht genau
eine Nullkurve. Nun laBt sich zeigen, daB man die Kurve nicht so de-
formieren kann, daB sie ganz in der Fldche der Nullkurven verlduft.
Und dies ist gleichbedeutend damit, daB man sie nicht auf einen Punkt
zusammenziehen kann.

Der Beweis stitzt sich auf den folgenden, einleuchtenden, hier
nicht ndher zu begrundenden Satz aus der Analysis situs? Wir be-
trachten eine Schar von geschlossenen Jordankurven auf einer ge-
schlossenen Flache vom Geschlecht Null. Die Kurven sollen stetig
von emem Parameter ¢ abhangen Sie sollen sich fir ¢ — 0 auf einen
Punkt P der Flache und fur £ — 1 auf einen anderen von P verschiedenen
Punkt Q der Fliache zusammenziehen. Andere ,,Nullkurven* als diese
beiden sollen in der Schar nicht vorkommen. Nun betrachte man zu-
ndchst eine Kurvenschar S, in der sich nie zwel verschiedene Kurven
treffen. Dann gehort zu jedem Punkt R der Flache mindestens ein
Parameterwert ¢ derart, daB3 die diesern Parameterwert entsprechende
Kurve durch den Flichenpunkt hindurchgeht. Diese Behauptung bleibt
aber auch fir jede stetig von einem Parameter abhdngende Schar
richtig, die aus einer Schar S durch stetige Abanderung hervorgeht.

1 Herrn voN KEREKJARTO verdanke ich die folgende Bemerkung. Der erste
Te1l des Satzes ergibt sich aus S 71/72 von Gott Nachr 1922 (voN KEREKJARTO:
Uber Kurvenscharen auf Flichen). Der zweite Teil des Satzes folgt aus dem
BrouwERschen Satze uber die Invarianz des Abbildungsgrades ber stetigen Defor-
mationen (Math Ann. Bd 71, S.105).
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Auch eine solche Schar kann nicht aus lauter Nullkurven bestehen.
Man kann somit dic erwahnte geschlossene Kurve des Polygonraumes
nicht ganz in die Flache der Nullkurven hineinziehen.

Daher kann der Polygonraum nicht einfach linear zusammen-
hangend sein, sondern enthalt Kurven, die sich nicht auf einen Punkt
zusammenziehen lassen. Ferner aber haben wir mindestens einen Punkt
in unserem 2 #-dimensionalen Raume, in welchem J ein Minimum hat,
das sind die den Nullkurven entsprechenden Punkte (J = 0). Daher
liefert das Minimaxprinzip mindestens eine geschlossene Extremale. Die
Methode 1aBt die Frage offen, ob es einfach geschlossene Extremalen
gibt. Die eben gefundene konnte Selbstiiberkreuzungen haben. Ury-
sOHN! hat aber angedcutet, wic man durch cine Modifikation der
BirgHOFFschen Methode auch dic Existenz cinfach geschlossener Extre-
malen beweisen konnte.

7. Methode der Schnittflache. Es ist von vornherein einleuchtend,
daB man auch mit Hilfe dieser Methode keinen AwufschluB uber die
Gesamtheit der geschlossenen Extremalen gewinnt. Da setzt nun eine
weitere sehr feinsinnige, in ihren Grundzugen auf POINCARE zurick-
gehende Methode ein Ich berichte uber ihre Ausgestaltung durch
BIRKHOFF, ohne noch auf Beweise etnzugehen.

Zunichst die folgende nutzliche geometrische Deutung durch Be-
wegungszustande. Wir deuten ¥ = x(f), y = y (f) als Bahnkurven einer
Bewegung, indem wir den Parameter ¢ als Zeit auffassen. Ein einzelner
Bewegungszustand ist dann durch Angabe von x, vy, x’, y’, also von
vier Koordinaten, bestimmt. Der Mannigfaltigkeit der Bewegungs-
zustande entspricht eine Punktmenge in cinem vierdimensionalen Raum
Normieren wir den Parameter ¢ in geeigneter Weise, so machen wir die
Beobachtung, da3 wir es mit einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit
im vierdimensionalen Raum zu tun haben. Wir kénnen dic Einheit
der Zeitmessung, z B. so wahlen, da F = 1 1st Das ist dann dic Gler-
chung der erwahnten Flache im vierdimensionalen Raum, deren Punkte
die Bewegungszustande reprasentieren. Einer geschlosscnen Extre-
malen entspricht wieder eine geschlossene Kurve in dicser dreidimensio-
nalen Mannigfaltigkeit. Allen Extremalen entsprechen Kurven, die wir,
um einen kurzen Namen zu haben, aus einem bald deutlichen Grund
Stromlinien nennen Die weiteren Darlegungen kniipfen nun an die
Einfithrung einer geeigneten zweidimensionalen Flache an, welche in
jedem genugend groBen Zeitintervall von allen Stromlinien durchsetzt
wird. Diese Flache, welche wir Schnittfliche nennen wollen, wird auBer-
dem von geschlossenen Stromlinien begrenzt und von allen anderen
Stromlinien unter einem von Null verschiedenen Winkel getroffen, der

1 Jahresber.d. D.M V Bd 34.
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aber bei Annaherung an den Rand wie die erste Potenz der Entfernung
vom Rande gegen Null strebt. Es liegt natiirlich nicht auf der Hand,
daB es eine solche Schnittfliche gibt, aber BIRKHOFF hat fiir ziemlich
allgemeine Klassen von Variationsproblemen die Existenz der Schnitt-
flachen nachgewiesen.

Ich begniige mich mit der Angabe, daB die Existenz der Schnitt-
fliche durch BIRKHOFF z. B. fiir das Problem der geoditischen Linien
auf den geschlossenen Flachen bewiesen wurde, deren Geschlecht Null
tUbertrifft, und fur das Problem der geoditischen Linien auf geschlosse-
nen Flachen vom Geschlechte Null unter der zusitzlichen Voraus-
setzung, daB keine geschlossenen geodatischen Linien vom Minimum-
typus ohne Doppelpunkte vorhanden sind. Ich will nun weiter den
Grundgedanken der Methode unter Beschrankung auf das Problem
der geoddatischen Linien darlegen. Die Methode beruht auf der Ein-
fihrung einer mit den Stromlinien eng verkniipften IT7ansformation
der Schwittflache in sich. Jede Stromlinie trifft, wie vorausgesetzt
wurde, in jedem genugend groBen Zeitintervall die Schnittflache. Ver-
folgen wir also eine nicht dem Rande angehérige Stromlinie von einem
Schnittpunkt aus fur wachsende Zeiten weiter, so folgt aus dieser Vor-
aussetzung, daB sie die Schnittflaiche noch ein zweites Mal treffen muB.
So wird jedem Punkt der Schnittfliche ein wohl bestimmter anderer
zugeordnet, namlich der nachste Treffpunkt der ihn passierenden Strom-
linie. So ist dem Variationsproblem eine umkehrbar eindeutige und,
wie man zeigen kann, auch stetige Transformation der Schnittfliche in
sich zugeordnet. Geschlossene Stromlinien mussen offenbar durch
Punkte der Schnittflache gehen, die nach endlich oftmaliger Anwendung
der Transformation in die Ausgangslage zuruckgefihrt werden. Denn
emne geschlossene Stromlinie hat nur endlich viele Schnittpunkte mit
der Schnittflaiche gemeinsam. Unsere Transformationen der Schnitt-
fliche in sich besitzen nun auBlerdem mnoch eine positive Integral-
invariante. D. h. es gibt eine auf der Schnittflache erklarte positive
Funktion $ derart, daB3 das f f pdf erstreckt uber zwei bei der Trans-
formation einander entsprechende Teile der Schnittflache denselben
Wert hat Ich lege dies im Beispiel der geoddtischem Linien etwas naher
dar. Wir fithren der Bequemlichkeit wegen in der dreidimensionalen
Mannigfaltigkeit der Bewegungszustande geeignete Koordinaten ein.
Zunachst fithren wir auf der Fldache, deren geoditische Linien unter-
sucht werden sollen, isotherme XKoordinaten ein. Dadurch wird das
Linienelement auf die Form

2 —alx,y) @2 + ¥

gebracht, wo a(x, y) eine positive analytische Funktion ist. Der Para-
meter ¢ lings der Extremalen werde wieder durch a(x'2 4 y'%) =1
normiert. Dann werden die Differentialgleichungen der geoditischen
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Linien
a
ax’ + ayxt + a,xy — 5= =0,

3

Ay

ay’ + agx'y + a,y2 — 5% =0.
Da nun aber x’ und 3’ an die Bedingung a(x’'2 4+ y’%) = 1 gckniipft
sind, liegt es nahe, einen Paramecter ¢ so einzufithren, daB

’ 1
X = —=COS @,
a

(4) :
4y = —sgin @

ya
wird. Dann liefert die Differentiation von ¢ nach #:
(5) ¢ =al@y —ya).
Aus den beiden Gleichungen (3) findet man dann

v lax —a,y’ 1 a,cosp —a,sing
©) =% 3 an

so daB (4) und (6) nun die Differentialgleichungen der Stromlinien
sind. %, y, ¢ sind Parameter in der dreidimensionalen Manmnigfaltig-
keit der Bewegungszustande. Schreibt man (4) und (6) in der Form

=X v, 9,
) Y =Yx v, 9,

P=2kx, v, —),
so sieht man sofort, daB X, + Y, 4+ @, =0 ist. Das crinnert an
die Xontinuitatsgleichung der Hydrodynamik der inkompressiblen
Flussigkeiten. Und tatsdchlich kann man auch hier den Schluf3 zichen,
daB das Volumen [{fdx dy dg emnes beliebigen Berciches ber der durch
die Gleichungen (7) definierten Stromung unvcerandert bleibt! Zu dem
Zwecke ist nur zu zeigen, dall das iber die Oberfldche cines Bereiches
erstreckte Integral der zu dieser Oberflache normalen Geschwindigkeits-
komponente der Strémung Null ist Nun sind aber Y, X, @ dic dre1 Ge-
schwindigkeitskomponenten. b se1 der Geschwindigkeitsvektor, & der
Vektor der Flachennormalen. Dann ist [{v-&df crstreckt uber die
Oberflache des Bereiches das Oberflachenintegral der Normalkomponente
der Geschwindigkeit; p-£& ist dabei das innere Produkt der beiden
Vektoren, also, da & ein Einheitsvektor ist, der Normalkomponente
der Geschwindigkeit gleich. Nach dem Gaussschen Satz der Integral-
rechnung ist aber dies Oberflachenintegral gleich dem Volumintegral

— X+ Y, + D,)dxdydy.

1 Vgl.auch den S. 92/93 im Falle der Ebene etwas anders gefuhrten Beweis.
Auch dieser laBt sich fur den jetzt vorliegenden Fall ubertragen.
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Hier ist aber das Integral Null, und somit ist unsere Behauptung be-
wiesen. Wir wenden das Ergebnis insbesondere auf einen Stromfaden
an, d. h. wir legen durch die Punkte eines zweidimensionalen Flichen-
stuckes die Stromlinien hindurch und verfolgen dieselben bis zu irgend-
einem anderen zweidimensionalen Flachenstuck hin. Der von diesen
beiden Flachenstucken und den durch ihre Rinder gehenden Strom-
Iinien begrenzte Bereich ist der Stromfaden. Da an den von den Strom-
linien gebildeten Randern die Normalkomponente der Geschwindig-
keit Null ist, so bleibt vom Oberflaichenintegral nur das iiber die beiden
zweidimensionalen Flachenstiicke erstreckte ibrig, und die Summe dieser
beiden Oberfldchenintegrale der Normalkomponente der Geschwindig-
kert ist Null. Dabei sind aber immer die auBeren Normalen zu nehmen.
Die eine derselben weist in die Stromrichtung, die andere in die ent-
gegengesetzte Richtung. Daher kénnen wir auch sagen, das Integral
der Normalkomponente der Geschwindigkeit hinge von der Wahl des
zweidimensionalen durch den Stromfaden gelegten Flachenstickes nicht
ab, wenn man dabei immer die nach der Bewegungsrichtung genommene
Normalkomponente der Geschwindigkeit verwendet. Die Stromung fihrt
ja in der Zeiteinheit durch alle Querschnitte des Stromfadens die gleiche
Fliissigkeitsmenge hindurch. Wenden wir dies insbesondere auf die
Schnittflache und zwei auf ihr durch die Stromung ineinander iiber-
gefiithrte Flichenstiicke an, so sind dies gerade zwei Querschnitte eines
Geschwindigkeitsfadens. Die Normalkomponente der Geschwindigkeit
ist eine positive Funktion und das Oberflichenintegral derselben ist
die gesuchte Integralinvariante. Das Problem der geschlossenen Extre-
malen lauft somit jetzt auf die Frage nach denjenigen Punkten der
Schnittflache hinaus, die bei einer umkehrbar eindeutigen Transforma-
tion derselben mit positiver Integralinvariante fest bleiben. Darauf war
schon PoOINCARE aufmerksam geworden, und er hat in seinem letzten
geometrischen Theorem versucht, in einem bestimmten Falle die Existenz
solcher Fixpunkte zu beweisen BIRKHOFF hat dann spater den Beweis
wirklich erbracht Dies letzte PoiNcaR¥sche Theorem aber ist dieses*
Wenn eine umkehrbare eindeutige und stetige Transformation eines
Kreisringes (begrenzt von zwei konzentrischen Kreisen) eme positive
Integralinvariante besitzt, stetig aus der Identitat erzeugt werden kann
und dabei beide Randkurven in verschiedener Richtung transformiert
werden, so sind mindestens zwei Fixpunkte vorhanden. BIRKHOFF hat
1n seiner Arbeit, iiber die ich hier berichtet habe, noch weitere analoge
Satze ausgesprochen und bewiesen. Aber es mag das Gesagte genigen,
um zu zeigen, in welch weitem MaBe Sdtze der Analysis situs fur die
Zwecke der Theorie der Differentialgleichungen nutzbar gemacht werden
konnen.
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IV. Kapitel.

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
im komplexen Gebiet.

§ 1. Lage der Singularititen der L&sungen.

w und z mogen zwei komplexe Variable bedeuten. Dann erklart
die Differentialgleichung

f(@" v, w2 =0,

in welcher f(w”’, w’, w, 2) eine analytische Fumktion ihrer Argumente
sein moge, eine oder mehrere zweiparametrige Scharen analytischer
Funktionen. Will man, ausgehend von der Differentialgleichung, die
Natur dieser Losungen untersuchen, so ist es eine Hawuptaufgabe, die
Lage der singuliren Stellen und ndchstdem ihve Natur festzustellen. Diese
Aufgabe ist im allgemeinen recht kompliziert. Darauf deutet schon der
Umstand hin, daB3 gewohnlich die Lage der Singularitaten der Integrale
von den Anfangswerten abhdngt, durch welche dieselben festgelegt sind.
Betrachtet man z. B. die zweiparametrige Schar von Funktionen

w = E”i—o? + B («, B Scharparameter)
so sieht man, daB dieselben der Differcntialgleichung
w2 4 4108 =0

genugen. Man kennt allgemein durch die Untersuchungen von PAINLEVE?
die Bedingungen, die bestehen mussen, wenn dic Losungen ciner Daffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung nur fesfe, also nicht mit den Anfangs-
bedingungen verschiebbare, Verzwecigungspunkte und wesentlich singuldre
Stellen besitzen sollen. Doch wollen wir hier auf diesc schonen Unter-
suchungen nicht ndher eingehen, sondern uns mit der Feststellung
begnugen, daB ber den linearven Differentialgleichungen zweiter Ovdnung
nuy feste Singularitaten auftreten. Ich betrachte die Differentialgleichung

@8} " 4 P, (2) W + py(2)w +7(2) = 0.

Die Behauptung folgt dann aus dem S. 148 aufgestellten Existenzsatz,
der auch fur das komplexe Gebiet unverandert gilt. Er fuhrt dann hier
zu folgender Aussage-

Liegt in dem Kreise | 2 — 2o | << ¥ keine Singularitat der Koeffizienten
P1s Do, 7 von (1), so gibt es genau eime in |z — z, | veguldre analytische
Funktion, die (1) gemiigt und fur die w(z,) und w'(2,) gegebene Werte
wy und w§ haben.

1 Man vgl die Literaturangaben in der Enzyklopadie Bd 1I, 2, S 590ff.
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Wir erschlieBen hieraus den Satz: A#x allen Stellen der z-Ebene, tber
welchen keine Singularititen der Koeffizienten von (1) liegen, sind die
sdmtlichen Losungen dieser Diffeventialgleichung reguldr*.

Denn sie lassen sich ja aus zwei ein Fundamentalsystem bildenden
Loésungen durch lineare Kombination mit konstanten Koeffizienten
gewinnen. Sowmit kann wman jede Losung auf jedem keine Singularitdt
der Koeffizienten treffenden Weg analytisch fortsetzen. Betrachten wir
nimlich eine von einem Punkt z, zu einem Punkt 2, fithrende von
Singularitdaten der Koeffizienten freie stetige Kurve und nehmen an,
man konne von z, ausgehend bei der analytischen Fortsetzung jeden
Punkt der Kurve vor z, erreichen, z; aber nicht. Da nun aber die Losung
in jedem keinen singuldren Punkt der Koeffizienten enthaltenden Kreis
reguldr ist, so wahle man auf der Kurve vor z; einen Punkt z,, dessen
Entfernung von z; kleiner ist als die Entfernung é der Kurve von den
singuldren Punkten der Koeffizienten. Da die Lésung im Kreise vom
Radius 6 um 2z, regulédr ist und z; diesem Kreis angehort, ist sie auch
in 2z, regular.

An den singulidren Stellen der Koeffizienten selbst kénnen Singu-
laritaten der Lésungen auftreten. Es kann aber auch geschehen, dafB
einzelne Losungen da noch reguldr sind. Insofern erweisen sich auch hier
die Singularitdten noch als beweglich. Auch ist die Natur der Singu-
laritaten fur die einzelnen Losungen verschieden. Fest sind die Singu-
laritaten nur insofern, als nur iber einer ganz bestimmten Kategorie
von z-Stellen Singularitaten liegen koénnen.

Uber die Natur der Singularitdten kann man auch relativ leicht
Aufschlu3 gewinnen. Das soll im folgenden Paragraphen geschehen.
Es genuigt, wenn wir dabei nur auf die homogenen Differentialglei-
chungen achten, weil wir ja seit S 152 wissen, wie man die Integration
der inhomogenen Differentialgleichung auf die der homogenen zuruck-
fihren kann.

§ 2. Die Natur der Singularititen.

1. Die Fundamentalgleichung. Wir betrachten nur isolierte Singu-
laritaten der Koeffizienten. Hier durfen wir uns auf solche beschranken,
in deren Umgebung die Koeffizienten eindeutig sind. Denn die Mehr-
deutigkeit kann man bekanntlich durch Einfuhrung geeigneter uni-
formisierender Parameter auf Eindeutigkeit zuruckfuhren Es modgen
also in der Umgebung von z = a die Koeffizienten der Differential-
gleichung

(1) @’ + Py ()W + pa(2)w =0

1 Wegen der Begriffe regular und singular, Funktionselement, analytische
Fortsetzung usw vgl man mein Lehrbuch der Funktionentheorie Bd I, 3. Aufl.
Leipzig: B G TEUBNER 1930.
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eindeutig und regular sein. Im Punkte z = & selbst soll aber fur einen
oder fur beide die Regularitat aufhoéren. Betrachten wir nun irgendein
Fundamentalsystem w, (z) und w, (2) der Differentialgleichung und sehen
zu, wie sich die Funktionen beim Umlauf um die singulare Stelle andern.
Ich schlage um z = a cinen Kreis, in dem die Koeffizienten mit Aus-
nahme der Stelle z = a kecine welteren Singularitaten haben sollen.
z = z, sei eine Stelle in diesem Kreis. Ich betrachte zwei zum Punkte 2,
gehérige Funktionselemente By (z — z) und B, (z — 2z,) des Funda-
mentalsystems w,(2), w,y(2) und setze diese beiden Elemente langs
eines Weges fort, der z = a ecinmal im positiven Sinne umschlieBt.
Dadurch entstehen aus den Ausgangselementcen zwei neue Elemente,
deren Quotient nicht konstant ist!, die also auch ein Fundamental-
system ausmachen. Da man alle Ldsungen aus dem Fundamental-
system durch lineare Kombination mit konstanten Koeffizienten erhilt,
so mussen sich auch die nach der analytischen Fortsctzung erhaltenen
beiden Potenzreihen aus denen linear darstellen lassen, mit denen man
bei der analytischen Fortsetzung begann und umgekehrt. Daher erfahrt
jedes Fundamentalsystem beim positiven Umlauf um die singulare
Stelle eine lineare Substitution

W, (2) =aw, + bw,,
Wo(z) = cw, + dw,
mit nicht verschwindender Determinante.
Wenn erst einmal fur ein Fundamentalsystem diesc Umlauf-
substitution bekannt ist, so kann man aus i1hr entnehmen, wclchen

EinfluB ein positiver Umlauf um die singularc Stelle auf irgendeine
andere Losung

w(z) = aw, + Bw,
besitzt. Sie geht namlich bei dem Umlauf in
«(aw, + bwy) + Bcw, + dw,)

uber. Man kann nun stets mindestens eine Losung auswahlen, dic sich
beim positiven Umlauf um die Stelle mit einem Faktor multipliziert.
Dazu hat man nur die o, # so zu wdhlen, daf3

2) x(awy + bw,) + B(cw, + dw,) = A(xw, + Bw,)

ist. Dabei ist 4 ein noch zu bestimmender Faktor. Schreibt man die
Gleichung anders, so lautet sie

wy(ow@— )+ Bc) + wo(ad + fd— ) =0.

1 Wire der Quotient konstant, so verfolge man die analytische Fortsetzung
wieder ruckwirts. Die Ausgangspotenzrerthen hdtten dann auch einen konstanten
Quotienten
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Da aber w; und w, ein Fundamentalsystem bilden, so kann sie
nur dann erfiillt sein, wenn

@) x(@—A) +Bc=0,
«b+B@—2) =0

ist. Sollen aber diese beiden Gleichungen durch Werte o und g8 16sbar
sein, die nicht beide verschwinden, so muf3 1 eine Wurzel von

) il 2 =0

sein. Bestimmt man A aus dieser Gleichung und trigt einen der ge-
fundenen Werte in (3) ein, so kann man aus diesen Gleichungen die
«, § bestimmen und erhdlt damit diejenigen Lésungen, die beim posi-
tiven Umlauf sich nur mit emem Faktor multiplizieren. Es wird zwei
solche Losungen geben, wenn die beiden Wurzeln 4, und 1, der Funda-
mentalgleichung (4) verschieden sind. Diese beiden Funktionen machen
dann selbst ein Fundamentalsystem aus, denn ihr Quotient kann dann
nicht konstant sein. Sonst miiBten sich ja beide beim Umlauf mit
demselben Faktor multiplizieren.

2. Zwei verschiedene Nulistellen der Fundamentalgleichung. Wir
wollen noch einen Augenblick bei diesem Fall stehen bleiben und uns
die Gestalt dieser multiplikativen Losungen noch etwas naher uberlegen.

Die Funktion
log A1
(5) (zg—a)2®* = (z —a)n (71 = }“1)

27

multipliziert sich ebenfalls mit dem Faktor 4,, wenn z die Stelle a
im positiven Sinne einmal umlauft. Wenn also ein Element von w, (2)
sich beim positiven Umlauf auch mit 4, multipliziert, so 1st

w, (2)

(z — a)n:
in der Umgebung von z = a eindeutig und kann also in der Umgebung
dieser Stelle in eine LAURENT-Reihe entwickelt werden Daher hat
jede multiplikative Losung die Gestalt

¥ —> 4
(z—ayr- Ya,(z—a)
Y > — O

Wie man aber, ausgehend von der Differentialgleichung, die Ex-
ponenten » und die Xoeffizienten der LAURENT-Reihe wirklich ermittelt,
wird im nachsten Paragraphen darzulegen sein.

8. Doppelwurzel der Fundamentalgleichung. Jetzt wollen wir uns
den Fall, daB die Fundamentalgleichung (4) zwer gleiche Wurzeln besitzt,
etwas naher ansehen. Man wird dann im allgemeinen nur eine multi-
phkative Lésung zur Verfiigung haben. Tatsachlich zeigt die nihere

BiEBeRBACH, Differentialgleichungen 3 Aufl 14
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Betrachtung, dall in die anderen Lésungen dann im allgemeinen ein
Logarithmus eingeht. Um das emzusehen, wihle ich ein passendes
Fundamentalsystem. Als erste Funktion eines solchen nehme ich ndm-
lich die eine sicher vorhandene multiplikative Losung. Die andere
lasse ich beliebig. Dann erfahrt das neu gewihlte Fundamentalsystem
beim Umlauf eine Substitution dieser Art:

Wy = A, @,

Wy=cw, + dw,.
Frage ich hier wieder nach den multiplikativen Ldsungen, so miissen
das natiirlich die gleichen sein wie bisher. D.h. die zur neuen Sub-
stitution gehorige Fundamentalgleichung muf auch zwei gleiche Wurzeln
haben. Sonst gabe es zwei Losungen mit verschiedenen Multiplikatoren,
und die hitten sich dann auch schon aus der ersten Fundamental-
gleichung ergeben mussen. Die neue Fundamentalgleichung wird aber

}.1 — ﬂ- c

0 d—24

Damit ihre beiden Wurzeln 4, sind, mul 2 = A, semn. Unser Funda-
mentalsystem erfahrt also die folgende Umlaufssubstitution

Wy = A, w,

Wey=rcw, + A, w,.

= 0.

Der Quotient

Wo
wy
hat daher diese Umlaufssubstitution
W _w ¢
w, T oy Ay’

. . (4 .
Er erfahrt also beim Umlauf einecn Zuwachs um 1, » 8enau wie
1

c
Al_2ntlog (z — a).

Daher ist die Differenz
Wo _°
wy Ar2m
in der Umgebung der singularen Stelle eindeutig und kann somit
wieder 1in eine LAURENT-Reihe entwickelt werden. Daher besitzt w,
diese Gestalt

(2 —a) {4 -log (z — a) --}_z::z,, (z — a)” —|—_:I-Z°,:oby (z — a)*}.

log (# — a)

Somit haben wir den folgenden Satz:
Man kann in dey Umgebung einer singulaven Stelle ein Fundamental-
system stets so wahlen, daf seine Losungen wn der Umgebung der singu-
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laren Stelle entweder Entwicklungen von der Form

| = e Sz ey,
(6a) o
l wy = (2 — a)= 3'b,(z — a)”

oder Entwicklungen von der Form

[ 0y = (2 — @) S, (z — a),
(6b) - + oo -+ oo
l wy = (2 — @) (A log (z — @) Sia, (= — a)” + 56, (z — @)’}

besitzen.

Wie bestimmt man nun 7y, 75, 4 und die Koeffizienten der LAURENT-
Reihen aus der Differentialgleichung? Bevor wir dazu ibergehen,
wird es nutzlich sein, noch ein Wort iiber das Verhalten der Losungen
im Unendlichen zu sagen. Um im Unendlichen eine Funktion zu unter-

suchen, hat man erst 1
Z2 = ?

einzufuhren. Durch diese Substitution geht die Differentialgleichung (1)
in die folgende iiber:

f2 2 - 2n ()] + a0

Ihre Losungen hat man dann in der Umgebung von 3 = 0 zu betrachten.

§ 8. AuBerwesentliche und wesentliche Singularititen.

Wenn die in den Losungen des vorigen Paragraphen vorkommenden
LAURENT-Reihen hochstens endlich wviele negative Potenzen enthalten,
so wollen wir sagen, es liege eine aufBerwesentliche Singularitat der
Differentialgleichung vor, enthalt aber auch nur eine derselben un-
endhich viele negative Potenzen, so sagen wir, es liege eine wesent-
liche Singularitdt der Differentialgleichung vor. Statt ,,auBerwesentlich
singulare Stelle”, sagt man auch ,,Stelle der Bestimmtheit®, weil dann
die Losungen bei Annaherung an diese Stelle im Falle reeller », und 7,
bestimmten Grenzwerten zustrebt.

Wenn eme Differentialgleichung an der Stelle z = a eine awufer-
wesentliche Singularitat besitzen soll, so mussen die Koeffizienten ge-
wissen Bedingungen genugen, die wir jetzt angeben wollen, um als-
dann die im vorigen Paragraphen gestellte Aufgabe fir die auBer-
wesentlichen Singularitaten zu losen.

Nehmen wir also an, die LAURENT-Reihen enthielten nur endlich

viele negative Potenzen Dann bilden wir den Quotienten Z—; Da aber
14*



9192 II.4. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 1m komplexen Gebiet.

das reziproke einer LAURENT-Reihe mit endlich vielen negativen Po-
tenzen sich als Potenzreihe mit nur positiven Potenzen darstellen 1483t,

so 1aBt sich g‘;‘ so schreiben

(1) 2= (—ay—n{dlog (z—a) + (z— @) Bz — a)} (B(O) +0,

wo » eine passende ganze Zahl ist und wo mit B, (2 — a) weiterhin
stets eine keine negative Potenzen enthaltende Potenzreihe bezeichnet
werden soll. Das Glied mit dem Logarithmus kann dabei evtl. wegfallen.
Steht es da, so ist iiberdies 7, = 7; zu nehmen. Nun wissen wir aber

von S. 150 her, daB man mit Hilfe irgend zweier unabhingiger Partikular-
15sungen einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

W' + P (2) @ + D(2) w =0
fiir $, (2) die Darstellung hat

- _ wiw, —wfw, a ad (w
) p) = — B im _ _ Flog[w s (3]}
Nun rechnet man aber aus '
(3)dz =y —n)(z—a)"n—1{4dlog (z — a) + (z — a)* P(z— a)}

—%@mﬂmefa+v@~@“4$@~a%%@—@W&@~@
(4) wi = (z — a)2rt e Po(z — a) (Po(0) +=0) .

In (8) kommt nun aber tatsachlich kein Logarithmus vor. Denn
entweder ist A = 0, oder es ist 7, = 7,. Daher hat ‘—Z—? (%) die Gestalt
1

(&) =—ar-pe—a), (B (0) + 0).

Also besitzt sowohl die logarithmische Ableitung von (3) wie die von (4)
bei z = a emen Pol von hochstens erster Ordnung. Somit hat auch
$1(2) bei z = a einen Pol von héchstens erster Ordnung.

Aus der Gleichung

@y + P (D wy + py(23) wy =0
%@=—%—ﬁ@%.
w; = (z —a)ntr& P(z — a) (B(0) == 0).

w’
Daher hat —5 be1z = a einen Pol von hochstens erster Ordnung, wahrend

gewinnt man

Nun ist aber

1 bei z = a einen Pol von héchstens zweiter Ordnung hat. Daher hat
auch ?2(2) einen Pol von héchstens zweiter Ordnung.

1 @ 1st also eine passende ganze Zahl



§ 3. AuBerwesentliche und wesentliche Singularitaten. 213

So hat man den Satz: Wenn die Differentialgleichung
W' + P1(2) @+ Pp(2) w =0
an der Stelle z = a nur Lisungen mit auferwesentlichen Singularititen
besitzt, so mupf sie in der Umgebung von 2 = a die Gestalt
(5) II + %1("" __}_ an(z — O
(2 — )

haben. D. h. der erste Koejfzzfzmt hat dovt einen Pol von héchstens erster
Ordnung, der zweite Koeffizient einen Pol von hichstens zweiter Ordnung.

DaB die hier fiir eine Stelle der Bestimmtheit gefundene Bedingung
auch hinreichend ist, hat Fucus durch Aufstellung der Potenzreihen-
entwicklung der Loésungen bewiesen. Man sieht es aber nach einem
von SCHLESINGER und in besonders einfacher Form von BiRKHOFF?! her-
riuhrenden Verfahren am schnellsten so ein: Man fithre die Differential-
gleichung (5) durch die Substitution w, = w, w, = (2 — a)»’ in das
System

w 1— w
wi:z——za’ w’2=w2(z~551)___31_$;

iiber. Seine Koeffizienten, das sind die Faktoren, mit denen w; und
w, multipliziert sind, haben Pole hochstens erster Ordnung und somit
gibt es eine Zahl M >0 und eine Zahl 7,, so daB in der Umgebung

| 2 — a | = 7y dieser Stelle die Koeffizienten unter ——— bleiben. Daher

z—a|
hat man
lw1|<lz—a}(|w1’+[w2|) |ws| < z__a‘(|w1|—}—lw2|
Setzt man nun W = |w,; |2 + | w, |2, so ist weiter fur |z —a| =7
ow , L 40
i AR AR EAREA S
Also ist
_4M _ ologW 431
r = ar =
und daher
—aM
W< W, (L) O <7r<r).
o
. . \ M
Daraus folgt sofort, daB fur » <7, auch |z, |2 < ¥ (o/ 1st.

D.h also. Das Produkt

lwy* |z —af*¥
bleibt in der Umgebung von z = & unter emner festen Schranke und
daher konnen wegen M > 0 in der Entwicklung von z; nach Potenzen
von z — @ nur endlich viele negative Potenzen auftreten, so daB eine
auBerwesentlich singulare Stelle vorliegt.

1 Man vgl. G D BirkHOFF: Trans. amer math Soc Bd 11 1910
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§ 4. Auflésung einer Differentialgleichung in der Né&he
einer auBerwesentlichen singuliren Stelle.

1. Ansatz. Die weitere Aufgabe der Theorie ist es nun, uber das
Verhalten der Lésungen in der Nahe einer auBerwesentlichen oder einer
wesentlichen Singularitit ndheren AufschluB zu gewinnen. Wir werden
uns in diesem Buche auf die ausfuhrliche Behandlung der auBerwesent-
lich singuldren Stellen beschrinken und gelegentlich nur kurz iiber die
entsprechenden Verhdltnisse bei wesentlich singularen Stellen referieren.

Zur Berechnung der Losungen bedient man sich der Methode der
unbestimmten Xoeffizienten. Es liege bel z = @ eine auBerwesentlich
singuldre Stelle vor.

Ich schreibe die Differentialgleichung so:

S)=F—aPw’ + (z—a) Bz — a)w' + Pa(z —a)w = 0.
Ich setze
Prz —a) =S a,(z —a)”, Po(z —a) =23 Bz — a)”
und bilde zunachst
Q(z—aY}=(z— a)*-f(z,2).
Hier ist
o) =350 @ —ay

und man hat
fo(A) =242 — 1)+2-°‘o + Bo

fv(2)= 2’“,’+ﬂp 'l’=1,2....
Macht man nun den Ansatz
-+ oo
(1) w=(z—a)e- 3c,(z — a),

so erhalt man aus 2 (w) =0 eine gewisse LAURENT-Reihe, die ver-
schwinden muB. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB ihre samt-
lichen Koeffizienten verschwinden. Das fihrt auf die unendlich vielen
linearen Gleichungen

ckfo(9+k)+ck—1f1(9+k“‘1)+ +cofk(9)+0—1fk+1(9“"l)+ =0

clf0(9+1)+60f1(g)+c—1.f2(9_1)+c—2f3(9_2) O

cofol@) +esfile— 1) +cafale—2)+---=0

c_i1fole) +eshle— 1)+ --- =0

mit den unendlich vielen Unbekannten. . .c_y...c_y, Cg, G4, Cg- - .. Die

Gleichungen sind nur wenig einfacher als dle, welche man erhalten
hitte, wenn man fiir die Koeffizienten der Differentialgleichung bei
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z = a beliebige eindeutige isolierte Singularititen zugelassen hitte.
Man ist auch tatsachlich imstande, solche Gleichungssysteme auf-
zuldsen. Wir wollen darauf aber nicht eingehen, sondern verweisen den
interessierten Leser auf zwei Abhandlungen von HELGE voN Kocu!
Hier beschrinken wir uns auf die auBerwesentlich singulare Stelle:
wir diirfen daher den Ansatz in

w = (2 — a)e-gck(z—a)k

abandern? Setzt man also in den linearen Gleichungen die ¢c—;, ¢, . ..
alle Null, so werden die Gleichungen

cOfO(Q) =0’
Gifole+ 1)+ cofi(e) =0,
(2) cafole+2)+cifile+ 1)+ cfale) =0.
cafolot+n) +cu_rfilet+n—1)4 -+ 4+ cofa(0) =0.

Wir werden sie auflosen und auch g bestimmen. Wahlt man namlich
e so, daB3

3 fol@=ele—1)+eox,+ =0

ist und 1aBt ¢, 4= 0 willkirlich, so kann man aus der zweiten Gleichung
c; berechnen, dann aus der dritten ¢, usw., es sei denn, daB fiir das
gewahlte g und eine der ganzen positiven Zahlen % auch ein fo (¢ + k) = 0
wird Dies ist dann der Fall, wenn die beiden Wurzeln der quadratischen
Gleichung (3) sich um eine ganze Zahl unterscheiden. Sollte dies einmal
eintreten, so verwende man diejenige der beiden Wurzeln g von
fo(e) = 0, welche den groBeren Realteil hat. Fur diese gelingt dann
die Bestimmung3 der c,.

2. Konvergenzbeweis. Wir haben so scheinbar unsere Aufgabe gelost
und aufs neue erkannt, daB Differentialgleichungen von der im vorigen
Paragraphen bestimmten Gestalt tatsachlich bei z = @ nur eine auBer-
wesentliche Singularitdt aufweisen. Aber es bleibt noch eine Licke:
Konvergiert denn auch die gefundene Reihe ? Dies verstunde sich nach

1 Acta mathematica Bd 16 u 17

2 Die endlich vielen negativen Potenzen konnen durch geeignete Wahl des
Exponenten p bericksichtigt werden

3 Hat man nicht f;(9) = O genommen, so findet man entweder, daB alle
¢ = 0 sein mussen, oder man muB irgendein f, (@ + %) = 0 nehmen Dann werden
Co=Cy = ...=0Cpy =0 ¢ muB = 0 genommen werden, wenn nicht wieder
alle ¢ Null werden sollen. Diese Annahme f,(g) &= 0, aber fy(¢0 + &) = 0 1st
offenbar damit gleichwertig, daB man im Ansatz (1) ¢ durch g 4 % ersetzt. Sie
bietet also nichts Neues und es geniigt, fo(9) = O zu betrachten
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den allgemeinen Resultaten von S.211ff. von selbst, Wc.ann.wi? hatten
zeigen konnen, daB die eben gefundenen Losungen C dl.e einzigen L6~
sungen der Gleichungen (2) sind. Aber gerade das ist nicht geschehen
und auch nicht immer der Falll. Es bleibt uns somit nichts weiter iibrig,
als den Konvergenzbeweis direkt zu fihren. Da

foe+m=(+n)(+n—1+ (@ +n) oo+ Fo
ist, so hat man von einem gewissen » = IN an:
o lfole + > lo[ + 7
Daher ist von # = N an
(le] +m)|en] < [Cn—1] [file +7»—1)| + |¢n—z||fa(e + 7 — )|+ ---
+ [col lf-n (@) -
Also
[on] <len-al[loa] + |Bul] + [Caal [lota| + |Bal] + +-- + |co| [la| + |B,1]-
Aus den N ersten Gleichungen (2) ergeben sich gewisse Werte ¢4, ¢, . . .,
Cxy—1- Man wiahle N positive Zahlen d,, d,, d,, . .., dy_; irgendwie so,
daB

leo] < dy, }c;}<d1) leal < dg, ovns |owoa| <dy_s

gilt. Nun bestimme man unendlich viele positive Zahlen dy, dy,y, - . .,
aus den Gleichungen

Ay = dN—-1{‘°‘1l + ]ﬁl]} + dN~2{]°‘2! +|/92]}+ D +do{l°‘N[ + ]ﬁN,}
(4 :
Ap= du—l{l“ﬂ + |:811} =+ dn—2{|°‘2] + Bol} + - - - +do{]“ﬂ‘ + lﬁnl}'
Dann hat man auch
lewl <dw. leyial <dmwia,--
Wenn man nun zeigen kann, daB die Reihe

(5) 2 dy(z—a)"
in einem gewissen Kreis um z = a konvergiert, so gilt das auch fur die
Reihe

(6) 2 Cn (c - “)”'

1 Denn es ist z B bisher kein Grund dafur angegeben worden, daB gerade die
eben getroffene Entscheirdung fur diejenige Wurzel g von (2), welche den groBeren
Realteil besitzt, zu einer brauchbaren Bestimmung der ¢; fuhrt Es kdnnte sehr
wohl sein, daB gerade die Wurzel vom kleineren Realteil bei passender Wahl der
¢y zu einer konvergenten Reihe fuhrte. Das 1st z. B dann der Fall, wenn die auf
S 212 vorkommende Zahl 4 verschwindet, obwohl g, — g, ganz ist. Es wire
freilich erstrebenswert, durch rein begriffliche Uberlegungen diese Schwierigkeit
zu uberwinden, um so den Konvergenzbeweis einzusparen
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setzt man nun noch
by =4,
7) 121=d1‘—'d0{|°'~1[+ [B]}

by—r=adn_1—dy_o{|og| +|B]}) —- - - —do{lav—1] + By 11}
nd entwickelt den Quotienten
bg-+by(z—a)+b,(z—a)?+---+by_y (2 —a)F—1

11—+ BDz—a)—--— (o |+ [Ba]) (z— @)™ ...
ach Potenzen von z — a, so erhalt man eine Potenzreihe
3) g +e(z—a)y+---+e,(z—a*+ -- -,

ie in einer gewissen Umgebung von z = a konvergiert. Fir ihre
loeffizienten erh#lt man aber die Gleichungen

by = ¢,
b1=31—3o{|°‘-1!+ﬂ1|}

N—1=¢éy—1—en—2f{|oy| + B} — - - -— ¢ {|lay 1|+ |Bx—11}
0=cexy —ey—1{loa| + |8} —- - - — e {|oanw|+ |Br]|}

.............................

das sind aber gerade die Gleichungen (7) und (6), welchen die 4, ge-
ugen. Da aber diese Gleichungen nur auf eine Weise 16sbar sind, so
ilt
en, = dp, (n=0,1,...)
Da also (8) konvergiert und gleich (5) 1st, so konvergiert (5) und
aher auch (6).

8. Fundamentalsystem. Nachdem wir so gezeigt haben, daB8 durch
ie gefundene Reihe ein Element der Losung dargestellt wird, steht
aturlich aus allgememen funktionentheoretischen Grunden fest, dafB3
er Konvergenzkreis der Reihe bis zum ndchsten singularen Punkt
sicht Die Gleichung

e(e—1) +eog+ fo=0,

us welcher wir g bestimmten, hei3t die Fundamenialgleichung. Wenn
ieselbe zwei Wurzeln hat, deren Differenz hkeine ganze Zahl ist, so
efert unsere Betrachtung gleich die beiden Losungen emnes Funda-
1entalsystems. Unterscheiden sich aber die beiden Wurzeln um eine
anze Zahl, so erhalten wir nur eine L&sung. Dieselbe ist durch die-
:nige der beiden Wurzeln bestimmt, welche den groBeren Realteil
esitzt. Die bedeutsame Rolle, die hier die Wurzeln spielen, deren
lifferenz eine ganze Zahl ist, kann nicht uberraschen. Denn von (5)

209 her wissen wir ja schon, daB die Exponenten nur bis auf ganze
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Zahlen bestimmt sind. Dem trugen wir auch schon Rechnung, indem
wir die Losung in der Form
w=(z— a)e P (z— a)

ansetzten. ] ]

‘Wenn nun also die Differenz der Wurzeln eine ganze Zabhl ist, so
wird es sich darum handeln, eine weitere Lésung zu finden, die mit
der schon bekannten zusammen ein Fundamentalsystem bildet. Die
Mittel dazu stehen seit S. 151 bereit, denn damals lernten wir schon
durch Kenntnis einer Losung die Ordnung der Differentialgleichung

reduzieren. Wir lernten:
Wenn w, eine Losung der Differentialgleichung

W’ + P (2w + Py ()w =0
ist, und wenn manw = w, f udz setzt, so genigt » der linearen Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung:

’
W+ u (2w1

wy

+?1>=0

Tragen wir hier
1251=;»B1(Z'-“) =°¢o+°‘1(z“‘a)+"'

Z—a Z— a

w, = (z—aeP(z—a),
ein, so wird die Gleichung
V74 _.;_u(g-ﬁl__—-tf—‘-’—}— 583(2:-—4)) =0.

Bezeichnet man die zweite ,,kleinere’ Wurzel der Fundamentalgleichung
(3) mit g,, so kann man hierfur schreiben:

u’+u<1—j_—§!—l"—”+$3(z——a))=0.

Z— a
Hier ist aber, wegen der Wahl von p,
Q1 — Q2
eine nicht negative und damit
140 —g=v»
eine positive ganze Zahl. Aus der Gleichung fir # findet man
%= (z—a)""Py(z— a).

Somit wird die andere Ldsung des Fundamentalsystems

w=w1fudz=w1{A log(z — a) + (z — a)—*+1 R, (x— a)}
= (z———a)el~A-log(z-a)-9,B(z——a) + (2 — a)e:- Pg (2 — a) .

Wir kénnen das Resultat so aussprechen:
@1 und @, seien die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung (2).
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Es moge R (o)) = R (0,) sein. Damn besitzt die Differentialgleichung
w/’+wl$l(‘z + %2(2—0) _0

z—a (z — a)2

in der Umgebung von z = a stets ein Fundamentalsystem von der Gestalt

= (z—a)2 P (z— a),

= (z—a)e-4-log (z — ) B (z — @) + (z — @) B* (z — a) .
Wenn die Differenz o, — gy keine ganze Zahl ist, so fdllt stets das mit dem
Logarithmus behaftete Glied weg. Man hat dann die Konstante A gleich
Null zu setzen. Wenn aber die Differenz o, — gy eine ganze Zahl ist,
dann kann A von Null verschieden sein. Der Konvergenzkreis der beiden
hier vorkommenden Potenzreihen reicht bis zum ndchsten singuliren Punkt.

4. Bemerkung: Es kann sehr wohl der Fall eintreten, daB an einer singularen
Stelle der Differentialgleichung alle Losungen regular sind Das trnifft z B. be:
z =0 fur 2 2

w’ —w — -+ w5 = 0

zu. Denn ein Fundamentalsystem derselben ist
w, =z,
wy, = 22,

Eine singulare Stelle, 1n der sich alle Integrale regular verhalten, nennt man einen
Nebenpunkt

§ 5. Anwendung auf die BESSELsche Differentialgleichung.
Die BEssELsche Differentialgleichung

w’’ + w + =

besitzt bei z = 0 eine auBerwesentlich singulare Stelle. Die Funda-
mentalgleichung wird:

ele —1) +o—n?*=0.
Ihre beiden Wurzeln sind somit

o
2
w =0

er =7 (wo R(n)=R(—mn) se1).
Qs = — N
Schon diese kurze Bemerkung lehrt nach einem Blick auf die For-
meln des vorigen Paragraphen, daB es, falls nicht gerade # rein imaginir
ist, tatsichlich stets nur eine Losung (die erste oben aufgeschriebene)
gibt, welche bei z = 0 endlich bleibt. Damit haben wir emne Frage be-
antwortet, die wir auf S. 186 vertagt hatten.
Es wird eine niitzliche Ubung fiir den Leser sein, das folgende
Ergebnis selbstindig zu gewmnnen:
Wenn # keine ganze Zahl ist, dann sind [, (2) und J_,(2) die beiden
Losungen eines Fundamentalsystems. Wenn aber # eine ganze Zahl
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ist, dann verliert J_,(z) seinen Sinn, weil einige seiner Koeffizienten
unendlich werden. Alsdann wird die zweite Losung des Fundamental-
systems fiir » > 0

Jn(2)-logz
=3 ()l z—n+2  2=5(y 3yl z-n+4 an=?
_{2“‘1(n—1)!z‘"+ et 5 +'“+2ﬂ—1(n—1>!}

(__ 1)m—12n+2m

" o 1 tEr
—2—»%;2-1—4*2[%@'(12'%‘*“12’55)]'
1 1

Fir # =0 fillt die geschweifte Klammer und der darauf folgende
Summand weg. Ich will dem Leser zur Herleitung dieses letzten Er-
gebnisses eine auch sonst nutzliche Anleitung geben. Wenn wir nach

der im vorigen Paragraphen verwendeten Methode rechnen wollten,

so hitten wir die Unbequemlichkeit, erst den Quotienten 5: 8 in eine

Potenzreihe entwickeln zu mussen. Das vermeidet man, wenn man in
die Gleichung mit dem durch unser allgemeines Resultat nahegelegten

Ansatz wy = 2"+ 3 (a,, + b,,log 2) 2™

hineingeht. Die Methode der urbestimmten Koeffizienten liefert dann
das gewunschte Ergebnis -Wir haben diese Methode nicht im vorigen
Paragraphen angewandt, weil wir sonst die Rechnung wieder durch
einen Konvergenzbeweis hitten erganzen miissen. Der ergab sich bei
der Betrachtung des vorigen Paragraphen ganz von selbst. Der Leser
sieht aber an diesem Beispiel, daB es in praxi bequemer sein kann,
Wege einzuschlagen, deren direkie theoretische Begrundung schwieriger
wire.

§ 6. Differentialgleichungen der FucHSschen Klasse.

Man sagt, eine Differentialgleichung ©’’ 4 , (2)w’ + $,(z)w =0 ge-
hére der Fucusschen Klasse an, wenn sie #nu7 auBerwesentlich singulare
Stellen besitzt. Der erste Koeffizient besitzt dann im Endlichen nur
Pole hochstens erster Ordnung, der zweite nur Pole hochstens zweiter
Ordnung. Uber das Verhalten der Koeffizienten im Unendlichen miissen

wir jetzt noch Aufschlul gewinnen. Schon S. 211 haben wir durch die
Substitution 1

Z=—

3
das Unendliche nach 0 gebracht. Wir werden sagen, bei z = oo liege
eine auBerwesentliche Singularitdt, wenn die S. 211 angegebene trans-
formierte Differentialgleichung bei 3 = 0 eine auBerwesentliche Singu-
laritdt besitzt. Damit nun aber der erste Koeffizient

T wn(3)
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der transformierten Gleichung bei 3 = 0 einen Pol hochstens erster
Ordnung habe, muB die Entwicklung von #; (—13—) so aussehen:

5o (L) = s gt e

D.h. in der Umgebung von z = co muB die Entwicklung von 2, (2)
so aussehen

p1(2) = Gy + By -,

?1(z) hat also dort eine Nullstelle mindestens erster Ordnung. Somit
mufl p,(z) eine rationale Funktion mit nur Polen erster Ordnung sein,
welche 1m Unendlichen verschwindet. Versteht man unter «, ...,
die Gesamtheit der Stellen, an welchen 2, (z) oder p,(z) Pole haben, so
besitzt #, (2) folgende Gestalt:

&) £E =50 @ =G—w)E—a).. — ),

wo der Zahlergrad um mindestens eins kleiner ist als der Nennergrad.
Man braucht natiirlich an sich in den Nenner nur die «; zu schreiben,
die wirklich Pole von 9, (z) sind. Fir die weitere Betrachtung ist es
zweckmadBiger, Zihler und Nenner noch mit den Faktoren z — «, zu
erweltern, die von Polen des p,(z) herruhren.

Untersuchen wir nun den zweiten Koeffizienten

##:(3)

der transformierten Gleichung Soll er bei 3 = 0 einen Pol von hochstens

zweiter Ordnung haben, so muf3 die Entwicklung von p, (—;—\ so aussehen

) <_ls‘> = fB23> +
Also folgt

pals) = %
Daraus findet man, daB $,(z) eine rationale Funktion von folgender
Gestalt sein muB

) o (2) = 22

waE @@ =GE—a). ().

Der Zahlergrad muB daber um mindestens zwei Einheiten klemner sein
als der Nennergrad. Dabei ist wieder oy, ..., «, die Gesamtheit der
Stellen, an welchen 2, (z) oder #,(z) Pole besitzen.

Umgekehrt gehort nach § 3 auch emne Differentialgleichung, deren
Koeffizienten die eben angegebene Gestalt besitzen, der FucHsschen
Klasse an. Man kann die gefundenen Bedingungen auch mit Hilfe
der Partialbruchzerlegung zum Ausdruck bringen.
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Sind nimlich

Py (2) = Z z f_kak

P2 (2) = 2{(z f’;,,)ﬁ’ + zf—kc:k}

die Partialbruchzerlegungen fir die Koeffizienten einer Differential-
gleichung

@)

@’ + P (D)@ + py () w =0
der FucHsschen Klasse, so muf
limpy(z) =0 limp,(z) =0 limz-p,(z) =0
x>0 Z—>co 2>

sein®. So kann man namlich die gefundenen Bedingungen ausdriicken.
Den beiden ersten Bedingungen haben wir schon dadurch Rechnung
getragen, daB wir in den obigen Paﬂ;ialbruchzerlegungen_keine addi-
tiven ganzen Funktionen angebracht haben. Die letzte Bedingung aber
fibrt zu der Gleichung

(4) 2Ce=0.

Wir wollen noch die Fundamentalgleichung des unendlichfernen
Punktes aufschreiben. Dazu mussen wir nur die Fundamentalgleichung
der transformierten Gleichung bei 3 = 0 aufschreiben Setzen wir
lim {2~ 240 (3)} = tim {2 — 2,9} — o

>0 Z—>»co0
. 1 1 .
lm < p, (<) == lim 22 =g,
lim 2t (3) limz2p, (z) = B
so wird die Fundamentalgleichung
ele—1)+auo+p=0.

Das Fundamentalsystem des unendlichfernen Punktes sieht dann so aus
1 1
“=xB(3)
1 1 1 1
Wy = ZAIOgZ“%(;-) +Z€B*<7>.

Dabei sind g, und 0, die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung
und es ist R(g,) = R(p,). Die Zahl 4 ist stets Null, wenn ¢, — o,
keine ganze Zahl ist.

Ist » die Anzahl der im Endlichen gelegenen singularen Stellen,
so bat man noch den Satz, daf die Summe aller Wirzeln aller charak-
teristischen Gleichungen n — 1 betrigt. Er beruht auf dem funktionen-

1 Unsere Betrachtung laBt uberdies erkennen, daB z = o nur dann eine regu-
lare Stelle der D1fferent1alg1e1chung i1st, wenn iiberdies noch Iim 2z2p,(2) = 2 und
him 232, (2) = 0 gilt.
2=rC0
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theoretischen Satz, da8 die Summe der Residuen einer rationalen
Funktion Null ist. Nun aber ist die Fundamentalgleichung der singu-
laren Stelle «;, wenn man die Darstellungen (1), (2) verwendet

% (otz)

7 @E = 0

. g ()
e (e 1)—}—99, e+y

(oek)
Andererseits ist aber
g (ocx)
@’ (az)
